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Aufgabe 1:

a) Zeichnen Sie in den folgenden Graphen einen minimalen Spannbaum ein:

Hinweis: statt der im Bild gewihlten Kante mit Gewicht 5 kénnte auch eine der beiden
anderen gewéhlt werden.

b) Das untenstehende Array enthilt die Elemente eines Min-Heaps in der iiblichen Form ge-
speichert. Wie sieht das Array aus, nachdem das Minimum entfernt wurde und die Heap-
Bedingung wieder hergestellt wurde?
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f) Die kiirzeste Folge von Zugriffen ist: C,B,A.
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g) Fiihren Sie auf dem gegebenen Array einen Aufteilungsschritt des Sortieralgorithmus Quick-

sort durch. Benutzen Sie als Pivot das am rechten Ende stehende Element im Array.
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Alternative (nicht in-situ):
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1P h) Losung:

Nach Einfuegen von 6:
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1P i) Losung:

Nach Loeschen von 10:
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Aufgabe 2:
a)
1024 17y [ n - o 2
2 ’ log(n ) [_ 6(1Ogn)]> logn’ n\/ﬁv ; 9 [ ®(n )]7
93logy n [: (210g2 n)3 _ @(’I’LS)], 3\/77
b)

T(n) = n+ 7 - logy(n)

Beweis durch Induktion:
1) Verankerung: T'(1) = 1+ 1 -logy(1) =1+ 0 = 1. OK.
2) Induktionsschritt: Die Annahme stimme fiir n/2. Dann folgt:

T(n)=2T(n/2)+n/2= 2(n/2 + néQ : logQ(n/2)> +n/2

=n+n/2-logy(n/2) +n/2=n+n/2- (logy(n) —logs(2)) + n/2 =n+n/2-logy(n).

¢) Ausserer Loop: i =n,n —1,n—2,...,n/2
Innerer Loop: jeweils i Schritte
Also (angenommen, n sei gerade):

n n n/2—1
Y i=Q i) ()Y =nm-1)/2-([n/2-1)(n/2-2)/2=06@).
i=n/2 i=1 J=1

d) Ausserer Loop: k =1,2,4,8,16,...,n
Innerer Loop: jeweils log k Schritte, also 1,2,3,4,5,...,logn. Also:

logn

> i = (log(n))(log(n) — 1)/2 = ©(log?(n)).

=1

e) Innerer Loop: unabhingig von i, dauert logn Schritte, danach ist j - j > n also j ~ 2\/n

Ausserer Loop: i = 0,2/, 4\/n,6y/n, . ../ny/n. ( ©(y/n) Durchginge)
Also: Laufzeit ©(y/nlogn).
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Aufgabe 3:

3P a) Im Vorverarbeitungs-Schritt erstellt man ein Array summe: ARRAY[INTEGER], welches an Po-
sition ¢ die Distanz einer Wanderung vom westlichsten Ort nach Osten bis zum i-ten Ort
wandert. Dieses Array kann man in einem Durchlauf des Arrays orte erzeugen, also in
O(orte.count).

3P b) Mit dieser Datenstruktur (dem Array summe) kann man Anfragen nun in O(logn) beant-
worten, wobei n = orte.count: dazu fithrt man im wesentlichen eine binire Suche nach den
Werten summe[start] + Dpax] und summe[start] — Dyyax durch. Ausgehend von der gefundenen
Position muss man dann noch einen Schritt nach Westen bzw. Osten gehen, um zu priifen ob
dieser Ort auch noch giiltig wére.

In Eiffel: (dist enthélt die Teilsummen wie in a) beschrieben) (die Suche nach links/rechts
wurde hier parametrisiert; -1 heisst nach links suchen, +1 nach rechts.) Benutzte Invariante:
das Intervall [1,r] enthilt stets einen giiltigen Zielort, d.h. einer der nicht zu weit weg liegt.

finde_ort_simple(start: INTEGER; maxdist: INTEGER; dist: ARRAY[INTEGER]): INTEGER is

local
mp: INTEGER

do
Result := finde_ort(start, start, dist.upper, maxdist, dist, -1)
tmp := finde_ort(start, dist.lower, start, maxdist, dist, +1)

if (dist[start]-dist[tmp]).abs > (dist[start]-dist[Result]).abs then
Result := tmp
end
end

finde_ort(start: INTEGER; 11: INTEGER; rr: INTEGER; maxdist: INTEGER;
dist: ARRAY[INTEGER]; i: INTEGER): INTEGER is

local
m, 1, r : INTEGER
do
from 1 :=11; r := rr until
l=r orr=1+1
loop
m:=0+r) // 2
if (dist[start]-dist[m]).abs > maxdist then -- m is too far away
if i = -1 then
r := mt+i
else
1 := m+i
end
else -- m is still OK
if i = -1 then
1l :=m
else
r :=m
end

end
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end

if (dist[start]-dist[1]).abs <= maxdist then
Result :=1

end

if (dist[start]l-distl[r]).abs <= maxdist and
(dist[start]-dist[r]) .abs > (dist[start]-dist[1]).abs then
Result :=r
end
end —- finde_ort

4P c) Ein moglicher Algorithmus geht wie folgt vor: es gibt zwei Positionszeiger 1 und r, welche
jeweils einen Index im Array orte angeben. Anfangs ist 1=orte.lower und r=orte.lower.
Nun wird r solange schrittweise erhoht, bis die Distanz (welche laufend aufsummiert wird)
grosser als Dpax ist. Der vorletzte Wert von r ist jetzt ein moglicher Kandidat fiir eine
laingstmogliche Wanderung. Nun wird r zuriick auf diesen Wert gesetzt, und [ um eins erhoht.
Da die Wanderung [, r jetzt kiirzer ist als die vorherige, ist dies auch eine giiltige Wanderung.
Jetzt wird wieder r schrittweise erhoht, bis die Wanderung [, r zu gross ist, dann wird wieder
[ erhoht, usw.

Als Pseudocode:

1 := orte.lower
r := orte.lower
d :=0

best_d := 0

while (1 < orte.upper) {
// gehe nach rechts, solange die Wanderung nicht zu lang ist:
while (r < orte.upper && d + orte[r] <= D_max) {
d += ortel[r]
r+=1
}
// r ist jetzt der grdsste Index, so dass l..r eine giiltige Wanderung ist.
if (d > best_d) {

best_d := d
best_1 :=1
best_r :=r

by
d -= ortel[ll
1 += 1 // bewege Startort eins nach rechts
// -> Wanderung 1l..r immer noch OK (aber ev. nicht mehr grésstméglich).

Die Laufzeit dieses Algorithmus’ ist O(n), wobei n die Anzahl Orte ist. Dies sieht man wie
folgt: die dussere Schleife wird O(n) mal durchlaufen. Die innere while-Schleife wird hochstens
n mal durchlaufen (und zwar insgesamt!), weil in jedem dieser Durchldufe » um 1 erhoht wird,
und der Wert von r von einem #dusseren Schleifendurchgang zum néchsten gleich bleibt. Daher
ist die Laufzeit nicht etwa O(n?), sondern nur O(n). Beachte: wenn man die Lésung von a),b)
fiir jeden Startwert ausfithrt, kommt man auf eine Laufzeit von O(nlogn).
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Aufgabe 4:

2)

Man sortiert einfach alle Zahlen, und geht dann einmal linear durch. Wann immer eine Zahl
in der sortierten Folge zum erstenmal auftritt, setzt man einen entsprechenden Zihler auf 0,
und erhoht ihn mit jedem weiteren Vorkommen der Zahl in der sortierten Folge. Sobald eine
hohere Zahl auftritt, gibt man die vorherige Zahl aus, falls sie mindestens dreimal vorkam.
Laufzeit: O(nlogn + n) = O(nlogn). (Sortieren z.B. mit Mergesort)

Datenstruktur: ein balancierter Bindrbaum, z.B. ein AVL-Baum. In diesem speichert man
die Zahlen, sowie in jedem Knoten einen Zahler, der die Anzahl vorkommen “seiner” Zahl
zahlt. Implementation der Operationen: Zum Beantworten von MindDreimal sucht man im
Bindrbaum nach der Zahl, und liest deren Z&hler ab. Falls der mindestens 3 ist, wird TRUE
zuriickgegeben, sonst FALSE (auch dann, wenn die Zahl gar nicht vorkommt).

Zum Finfiigen sucht man zuerst nach der Zahl. Es gibt zwei Fille: wenn die Zahl schon
vorkommt, wird deren Zéahler um 1 erhoht. Falls sie noch nicht vorkommt, wird ein neuer
Knoten erstellt, und deren Zidhler auf 1 gesetzt.

Zum Entfernen fithrt man ebenfalls eine bindre Suche nach der Zahl durch. Falls die Zahl
vorkommt, dekrementiert man deren Zéhler um 1. Falls der Zahler dabei auf 0 fillt, entfernt
man diesen Schliissel wie tiblich, und fiihrt die nétigen Rebalancier-Operationen durch.

Alle drei Operationen sind so in O(logn) Zeit moglich, wobei n die Anzahl verschiedener
Zahlen in der Kollektion ist. Der Platzbedarf dieser Datenstruktur ist O(n).

Hinweis: Wenn man keine Zéhler verwendet, sondern mehrfache Zahlen auch mehrfach spei-
chert, benotigen die Operationen mehr Zeit und die Datenstruktur braucht mehr Platz.

Eine mogliche Losung ist, einen Heap zu verwenden, indem ein Element pro verschiedene
Zahl in der Kollektion gespeichert ist. Die Zahlen sind dabei im Heap nach ihrer Haufigkeit
geordnet: Es muss im ganzen Heap gelten, dass ein Element mindestens so haufig vorkommt
wie seine beiden S6hne. Auf dieser Datenstruktur kann Mal(k) in O(g) ausgefiihrt werden,
wobei g gleich der Anzahl ausgegebener Elemente ist: Der Heap wird von der Wurzel her per
Tiefensuche traversiert, wobei man immer soweit in die Tiefe geht, bis man auf eine Zahl
stosst, die weniger als k mal vorkommt (weil die S6hne von diesem Element dann auch nicht
k-mal vorkommen kénnen, “erwischt” man so alle Elemente).

Zusétzlich zum Heap bendtigt man einen balancierten bindren Suchbaum, in welchem man
alle Zahlen speichert, und fiir jede Zahl einen Pointer auf das entsprechende Element im
Heap speichert. Beim Einfiigen bzw. Entfernen stellt man zuerst im Baum fest, ob die Zahl
iiberhaupt vorkommt. Einfiigen: falls die Zahl noch nicht vorkommt, erstellt man ein neues
Heap-Element (x,1) und fiigt es am Ende des Heaps ein (die Ordnung stimmt dann, weil ja
alle Elemente mindestens einmal vorkommen). Falls die Zahl schon vorkommt, erh6ht man
den Zghler im entsprechenden Heap-Element. Danach muss die Heap-Bedingung u.U. wieder
hergestellt werden, indem man dieses Element “hochblubbert”.

Entfernen: Falls das Element nicht vorkommt (kann man im Baum priifen), muss man nichts
tun. Sonst dekrementiert man den entsprechenden Zahler im Heap, und muss dann dieses
Element gegebenenfalls “versichern” lassen (hier ist wichtig, dass man das Element dabei
immer mit dem héufigeren der beiden Sohn-Elemente vertauscht).

Einfiigen und Entferenen sind so in O(logn) moglich, wobei n die Anzahl verschiedener Zahlen
in der Kollektion sind (zum Zeitpunkt der Operation).

Hinweis: Es gibt auch ganz andere Moglichkeiten. Hier ist eine Datenstruktur, die fiir Mal(k)
O(log(n) - g) Zeit bendtigt, auch OK.
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Aufgabe 5:

a)

Pseudocode:

anzahl (M: ARRAY[INTEGER]; i: INTEGER; B: INTEGER): INTEGER is
do

if (B = 0) return 1

if (i < M.lower) return O

return anzahl(M, i, B-M[i]) + anzahl(M, i-1,B)
end

Aufruf mit
anzahl (M, M.upper, B)

Die asymptotische Laufzeit ist gleich der Anzahl Moglichkeiten, also O(|M|?), weil 1 der
kleinstmogliche Miinzwert ist (denn M: ARRAY [INTEGER]).

Man benutzt ein zweidimensionales Array A, wobei A[i,b] = Anzahl Moglichkeiten, den
Betrag b nur mit den ersten ¢ Miinzwerten (von 1 an indiziert) im Array M zu erreichen.
Die Randbedingungen sind A[i,0] = 1 fiir alle ¢ und A[0,b] = O fiir b > 0. Die Rekursi-
onsgleichung ist A[i,b] = A[i-1,b] + A[i,b-M[i]]. Somit kann man die Tabelle Feld fiir
Feld ausfiillen, mit konstanter Zeit pro Feld, also ist die Laufzeit insgesamt O(|M]| - B).

Man startet in ALIM|,B] (i = |M|,b = B). Falls die Zahl dort 0 ist, ist der Betrag nicht dar-
stellbar. Ansonsten geht man entweder nach A[i-1,b] oder nach A[i,b-M[i]], je nachdem
welcher davon > 0 ist (einer ist es sicher, es konnen auch beide sein). So fihrt man fort bis
b = 0 erreicht wurde, und jedesmal, wenn man nach A[i,b-M[i]] geht (die 2.Variante), gibt
man M[i] als eine Miinze der Losung aus. Dieser Prozess benstigt O(|M| + B) Zeit.



