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Aufgabe 1.
Hinweise:

1) In dieser Aufgabe sollen Sie nur die Ergebnisse angeben. Diese kénnen Sie direkt bei den
Aufgaben notieren.

2) Sofern Sie die Notationen, Algorithmen und Datenstrukturen aus der Vorlesung “Datenstruk-
turen & Algorithmen” verwenden, sind Erklarungen oder Begriindungen nicht notwendig.
Falls Sie jedoch andere Methoden benutzen, miissen Sie diese kurz soweit erkldaren, dass Ihre
Ergebnisse verstéindlich und nachvollziehbar sind.

3) Als Ordnung verwenden wir fiir Buchstaben die alphabetische Reihenfolge, fiir Zahlen die
aufsteigende Anordnung geméss ihrer Grosse.

1P a) Fiigen Sie die Schliissel 4, 16, 20, 6, 12, 9, 5 in dieser Reihenfolge in die untenstehende Hash-
tabelle ein. Benutzen Sie offenes Hashing mit der Hashfunktion h(k) = k mod 11. Losen Sie
Kollisionen mittels quadratischem Sondieren auf. Im Falle einer Kollision soll die Sondierung
zunéchst nach links und erst danach nach rechts erfolgen.

1P b) Fiithren Sie auf der folgenden Union-Find-Datenstruktur zunichst UNION(a,c) und danach
UNION(FIND(f),b) aus. Benutzen Sie das Verfahren “Vereinigung nach Hohe”, und zeichnen
Sie die nach diesen zwei Operationen resultierende Datenstruktur.

s 4 & @
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1P c) Gegeben sei die Schliisselmenge K = {5,9,8,11,15,7,20}. Zeichnen Sie die beiden biniren
Suchbédume, die genau die Schliissel aus K verwalten und die unter allen moglichen Suchbdumen
minimale bzw. maximale Hohe haben.
Baum minimaler Hohe: Baum maximaler Hohe:
1P d) Fiigen Sie in den untenstehenden 2-3-4-Baum (B-Baum der Ordnung 4) zuerst den Schliissel 7

und in den entstehenden Baum den Schliissel 8 ein. Fiihren Sie auch die zugehtrigen Struk-

turdnderungen durch.

3 9 12
& GO b G

Nach Einfiigen von 8:

Nach Einfiigen von 7:
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e) Fiihren Sie auf dem folgenden Array einen Aufteilungsschritt (in-situ, d.h. ohne Hilfsarray)
des Sortieralgorithmus Quicksort durch. Benutzen Sie als Pivot das am rechten Ende stehende

Element im Array.

1my51916 |1 8|34 |2]12]7
1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 1
12 3 4 5 6 7T 8 9 10 1

f) Kreuzen Sie an, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Jede korrekte Antwort gibt
0,5 Punkte, fiir jede falsche Antwort werden 0,5 Punkte abgezogen. Eine fehlende Antwort
gibt 0 Punkte. Insgesamt gibt die Aufgabe mindestens 0 Punkte. Sie miissen Thre Antworten

nicht begriinden.

Mergesort kann als stabiles Sortierverfahren implementiert 1 WAHR [0 FALSCH
werden.

In einem AVL-Baum diirfen sich die Anzahlen der Knoten [0 WAHR O FALscH
mm linken und im rechten Teilbaum mazimal um 1 unter-

scheiden.

In einem Splaybaum mit n Schlisseln dauert die Suche nach [ WAHR 0 FALsCH
einem Schliissel im schlimmsten Fall Zeit O(logn).

Sei G = (V, E) ein gewichteter Graph. Wenn der minimale [0 WAHR O FALSCH

Spannbaum von G eindeutig bestimmt ist, dann hat G keine
zwei Kanten mit dem gleichen Gewicht.

g) Geben Sie fiir die untenstehenden Funktionen eine Reihenfolge an, so dass folgendes gilt:

Wenn eine Funktion f links von einer Funktion g steht, dann gilt f € O(g).

3 7

Beispiel: Die drei Funktionen n2, n”, n” sind bereits in der entsprechenden Reihenfolge, da

n? € O(n") und n” € O(n?) gilt.

3

2
n3/?, <n>’ nl, n—, nlogn, 3", (logn)?
logn
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3P h) Gegeben ist die folgende Rekursionsgleichung:

T(n) = {T(n/5) tdn+1 n>1

5 n=1

Geben Sie eine geschlossene (d.h. nicht-rekursive) und mdglichst einfache Formel fiir T'(n) an
und beweisen Sie diese mit vollsténdiger Induktion.

Hinweise:

(1) Sie konnen annehmen, dass n eine Potenz von 5 ist.

k+1_1

.. . k ]
(2) Fir g #1 gilt: Y77 ¢' =4 p—
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1P i) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algorith-
mus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i<=n/2;i+=2)

2 for(int j=n;j>=1;j=1)
3 for(int k =n; k > 2; k /= 2)
4 ;

1P j) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algorith-
mus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen IThre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i < n*n;i+4++) {

2 for(int j =1;j <=1i;j *=2)

3 ;

4 for(int k = 1; k*k <=n; k +=1)
5 ;

6}

1P k) Gegeben sei der folgende Segmentbaum, der die Intervalle A, B und C speichert. Zeichnen
Sie den entstehenden Baum, wenn das Intervall D = [1,8] eingefiigt wird. Markieren Sie
ausserdem alle Knoten, die von einer Aufspiessanfrage fiir z = 3.7 besucht werden.
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4P 1) Ein vollstdndiger terndrer Suchbaum ist ein Suchbaum, bei dem jeder innere Knoten genau
drei Nachfolger besitzt, und in dem alle Blétter die gleiche Tiefe h besitzen (die Wurzel hat
nach Definition Tiefe 0). Leiten Sie eine rekursive Formel in Abhéngigkeit von A fiir die Anzahl
der Blétter in einem vollstdndigen terndren Baum her, und begriinden Sie Thre Herleitung.
Losen Sie danach die Rekursion auf und beweisen Sie die Korrektheit ihrer Auflésung durch
vollstdndige Induktion tiber h.



7P

2P
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Aufgabe 2.

Motivation. Im Rahmen eines Infrastrukturprojekts sollen entlang einer Autobahn Schnellladestatio-
nen fiir Elektroautos gebaut werden. Bei der Planung wird davon ausgegangen, dass ein Elektroauto
mit einer vollen Batterieladung 100 km zuriicklegen kann. Es werden n mogliche Standorte definiert,
aus denen eine beliebig grofle Teilmenge von Standorten fiir den Bau der Ladestationen ausgew&hlt
werden sollen. Aus Kostengriinden sollen aber nicht zu viele Stationen gebaut werden. Daher sollen
die Stationen so gebaut werden, dass die Distanz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ladestationen
moglichst nahe an 100 km, aber niemals dariiber liegt.

Problemdefinition. Gegeben sind n mogliche Standorte, wobei d(i) die Entfernung des i-ten Stand-
ortes vom Ausgangspunkt der Strecke ist. Weiters sei d(0) = 0, und d(n + 1) gibt die Gesamtlinge
der Strecke an. Fiir eine Distanz x zwischen zwei benachbarten Ladestationen wird eine Kostenfunk-
tion ¢(x) = (100 — x)? definiert. Es soll eine Teilmenge I = {i1,...,ix} C {1,...,n} von Standorten
ausgewihlt werden, sodass ein Elektroauto hochstens 100 km bis zur néchsten Ladestation (bzw.
zum Ziel) zuriicklegen muss und die Gesamtkosten aller Teilstrecken

e (d(ijs1) - d(iy))

J=0

minimiert wird, wobei ig = 0 und ixy1 = n + 1 seien. Beachten Sie, dass k nicht Teil der Eingabe
ist und eine optimale Teilmenge I mit beliebiger Grofe gesucht wird.

Beispiel: Es stehen n = 3 Standorte zur Auswahl, wobei d(1) = 90, d(2) = 100 und d(3) = 180 sind.
Die Lénge der gesamten Strecke ist d(4) = 280.

d(1) = 90 d(3) = 180
\ [ | |

d(0) =0 1 ! d(4) = 280
0) d(2) = 100 )

Wiéhrend die Auswahl I = {2,3} zu Gesamtkosten 400 fiihrt, ist die optimale Auswahl I* = {1, 3}
mit Gesamtkosten 200.

a) Geben Sie einen Algorithmus an, der nach dem Prinzip der dynamischen Programmierung
arbeitet und die minimalen Kosten einer Auswahl von Standorten berechnet. Gehen Sie in
Threr Losung auf die folgenden Aspekte ein.

1) Was ist die Bedeutung eines Tabelleneintrags, und welche Grésse hat die DP-Tabelle?
2) Wie berechnet sich ein Tabelleneintrag aus frither berechneten Eintrégen?

4

)
3) In welcher Reihenfolge kénnen die Eintrige berechnet werden?
) Wie konnen aus der DP-Tabelle die minimalen Kosten einer Auswahl von Standorten

ausgelesen werden?

Hinweis: Der triviale Algorithmus, der einfach alle moglichen Losungen inspiziert, gibt keine
Punkte, weil er nicht nach dem Prinzip der dynamischen Programmierung arbeitet.

b) Beschreiben Sie detailliert, wie aus der DP-Tabelle abgelesen werden kann, an welchen Stand-
orten die Schnellladestationen gebaut werden kénnen, um die minimalen Kosten zu erreichen.

c) Geben Sie die Laufzeit des in a) und b) entwickelten Verfahrens an und begriinden Sie Ihre
Antwort. Ist die Laufzeit polynomiell? Begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 3.

Motivation. Sie mochten mit dem Zug von Ziirich nach Hamburg fahren und haben mehrere Routen
zur Auswahl. Sie haben bereits die Kosten fiir jede mogliche Teilstrecke ermittelt und suchen nach
der kostengiinstigsten Route.

Problemdefinition. Gegeben sei eine Menge von Stationen V = {s,¢,v1,...,v,}, wobei s Ihr Aus-
gangspunkt und ¢ Thr Ziel ist. Die {ibrigen Stationen v; bezeichnen alle méglichen Zwischenstopps.
Weiters sei eine Menge E von gerichteten Teilstrecken gegeben, wobei genau dann (v,w) € FE,
wenn es eine Teilstrecke von v zu w gibt. Zudem sind fiir jede Teilstrecke (v,w) € E die Kosten
c(v,w) > 0 gegeben. Sie suchen eine Route von s nach ¢t mit moglichst geringen Gesamtkosten, d.h.
einer moglichst geringen Summe der Kosten aller Teilstrecken der Route.

a) Nennen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der das oben genannten Problem lost.
Welche Datenstruktur muss bei der Implementierung verwendet werden, um eine effiziente
Laufzeit zu erreichen? Geben Sie die Laufzeit in Abhéngigkeit von der Anzahl der Stationen
|V| und Teilstrecken |E| an.

Sie haben einen Gutschein im Wert von 30 Franken, den Sie fiir eine Teilstrecke verwenden kénnen,
deren Kosten mindestens 50 Franken betragen. Sie kénnen den Gutschein natiirlich nur einmal
verwenden.

b) Konstruieren Sie einen gerichteten gewichteten Graphen G = (V', E’, /), sodass ein kiirzester
Weg von s nach ¢ in G der billigsten Route entspricht, die Sie mit dem Gutschein errei-
chen konnen. Der Gutschein muss nicht zwingend verwendet werden, denn es kénnte eine
kostengiinstigere Route geben, bei welcher der Gutschein nicht eingesetzt werden kann. Der
Graph G soll so konstruiert werden, dass der kiirzeste Weg in GG in derselben asymptotischen
Laufzeit wie in Teilaufgabe a) berechnet werden kann.

Das Zugunternehmen méchte die Fahrkarten aller Reisenden kontrollieren. Dazu sollen Kontrol-
leure auf verschiedenen Teilstrecken die Fahrkarten iiberpriifen. Es soll sichergestellt werden, dass
alle Reisenden unabhéngig von der Wahl der Route von s nach ¢ kontrolliert werden. An wie vie-
len Teilstrecken miissen mindestens Kontrollen durchgefithrt werden, damit jede mégliche Route
mindestens eine Teilstrecke benutzt, an der kontrolliert wird?

¢) Modellieren Sie das o.g. Problem als Flussproblem. Beschreiben Sie dazu die Konstruktion
eines geeigneten Netzes N = (V" E” ¢”) mit der Knotenmenge V" sowie der Kantenmenge
E”, und geben Sie an, welche Kapazititen ¢’ die Kanten besitzen sollen. Nennen Sie einen
moglichst effizienten Algorithmus zur Berechnung des maximalen Flusses von s nach ¢ in V.
Wie kann aus dem Wert eines maximalen Flusses abgelesen werden, an wie vielen Teilstrecken
mindestens kontrolliert werden muss?



Stud.-Nummer: Datenstrukturen & Algorithmen Seite 10




3P

8P

Stud.-Nummer: Datenstrukturen & Algorithmen Seite 11

Aufgabe 4.

Eine Flugsicherungsgesellschaft hat den Auftrag, den Luftraum der Schweiz zu iiberwachen. Dabei
soll sichergestellt werden, dass zwei Flugzeuge, die sich auf gleicher Reiseflughthe bewegen, einen
Mindestabstand D zueinander einhalten. Fiir jedes der n Flugzeuge, die sich auf gleicher Hohe
im Luftraum befinden, wird dazu die aktuelle Position (z;,y;) tibermittelt. Ein Alarm soll dann
ausgelost werden, wenn zwei Flugzeuge den Mindestabstand D zueinander nicht einhalten.

a) Beweisen Sie, dass ein Rechteck mit Seitenléngen 2 - D und D nicht mehr als acht Punkte
enthalten kann, falls alle paarweisen Distanzen der Punkte mindestens D sind.

b) Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Scanline-Algorithmus fiir das obige Problem. Gehen
Sie in Threr Losung auf die folgenden Aspekte ein.

1) In welche Richtung verlduft die Scanline, und was sind die Haltepunkte?

2) Welche Objekte muss die Scanline-Datenstruktur verwalten, und was ist eine angemes-
sene Datenstruktur?

3) Was passiert, wenn die Scanline auf einen neuen Haltepunkt trifft?
4) Welche Laufzeit in Abhéngigkeit von n hat Thr Algorithmus? Begriinden Sie Thre Antwort.

Hinweis: Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass fiir zwei beliebige Flugzeuge ¢ und j stets
x; # x; gilt. Beachten Sie, dass ein naiver Algorithmus alle paarweisen Distanzen der Flugzeuge
in Zeit O(n?) berechnet. Fiir Losungen mit quadratischer Laufzeit werden daher keine Punkte in
Teilaufgabe b) vergeben.



