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Theorieaufgabe T1.

Hinweise:

/15 P

1) In dieser Aufgabe sollen Sie nur die Ergebnisse angeben. Diese kénnen Sie direkt bei den
Aufgaben notieren.
2) Als Ordnung verwenden wir fiir Buchstaben die alphabetische Reihenfolge, fiir Zahlen die
aufsteigende Anordnung geméss ihrer Grosse.

a) Gegeben sei eine Menge von Frauen F = {f1, fo, f3, fa} sowie eine Menge von Minnern

M = {m1, ma,m3,my}. Die folgenden beiden Tabellen zeigen jeweils ihre Priferenzen, die
von links nach rechts absteigend sortiert sind. Fiihren Sie den Algorithmus von Gale und
Shapley aus, und nehmen Sie an, dass die Frauen die Heiratsantrige machen.

/1P
fi
f2
f3
fa
Zuordnung:
/1P

mi | f3 fi fo S
ma | fs fa fi Ja
ms | fi fa f3 fa
mg | fo f3 f1 fa

fo | ma

/3

Ja

ms3

b) Fiihren Sie im folgenden Graph eine Breitensuche und eine Tiefensuche aus. Starten Sie dafiir

in Knoten E und geben sie die Reihenfolgen an, in denen die Knoten besucht werden. Neh-
men Sie an, dass die beiden Traversierungen die jeweiligen Nachbarknoten in alphabetischer

Reihenfolge

abarbeiten.

Breitensuche:

E,

C,

Tiefensuche:

E,

C,
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/1P c) Wie viele verschiedene topologische Sortierungen hat der untenstehende Graph?

Anzahl topologische
Sortierungen:

6

/1P d) Fiihren Sie eine Extract-Min Operation einschliesslich Wiederherstellung der Heap-Bedingungen

auf folgendem Min-Heap aus. Wie sieht der Heap nach der Operation aus? Kreuzen Sie die
richtige Antwort an. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.
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/1P

Wege-Mergesort aus.

e) Fiihren Sie auf dem folgenden Array zwei Iterationen des Sortieralgorithmus Natiirliches 2-

9

32

19

23

72

b1

47

64 | 14| 2 | 67|41 |11 | 31
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23
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51

64 | 2 |14 67|11 | 31 | 41

2

3

4

)

6

7

8 9 10 11 12 13 14

19

23

32

47

51

64

202 11|14 )31 |41 67

/2P

eingezeichnet ist.

i)

ii)

8 9 10 11 12 13 14

f) Betrachten Sie jeweils den untenstehenden Graph, in dem ein Minimaler Spannbaum bereits

Was ist der tiefste Wert auf den die Kante mit
Gewicht 3 erhoht werden kann, so dass sie nicht
mehr in jedem Minimalen Spannbaum dieses
Graphen vorkommt?

11

Was ist der hochste Wert auf den die Kante mit
Gewicht 11 gedndert werden kann, so dass sie in
mindestens einem Minimalen Spannbaum dieses
Graphen vorkommt?
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/1P

/2P

g) Finden Sie heraus, ob folgende Postorder und Preorder zum gleichen natiirlichen Suchbaum

gehoren.

Postorder: 4, 3, 8, 17, 12, 10, 21, 27, 23, 20, 7 Kreuzen Sie die richtige Antwort
an. Sie miissen Ihre Antwort

Preorder: 7, 3, 4, 20, 8, 10, 12, 17, 23, 21, 27 nicht begriinden.

O JA, GLEICHER BAUM

X NEIN, VERSCHIEDENE BAUME

Kreuzen Sie an, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Jede korrekte Antwort gibt
0,5 Punkte, fiir jede falsche Antwort werden 0,5 Punkte abgezogen. Eine fehlende Antwort
gibt 0 Punkte. Insgesamt gibt die Aufgabe mindestens 0 Punkte. Sie miissen Thre Antworten
nicht begriinden.

Fiir jeden AVL-Baum gibt es eine Einfiigereihenfolge seiner
Schliissel, die zu diesem Baum fiihrt, ohne dass eine einzige
Rotation stattfindet.

X WAHR

O FALSCH

Es gibt einen AVL-Baum, bei dem alle seine inneren Knoten
nicht perfekt balanciert sind (d.h. einen Balancierungsfaktor
ungleich Null haben).

X WAHR

O FALSCH

Ein natiirlicher Suchbaum der Hohe h hat nie mehr als 271

Knoten.

O WAHR

X FALSCH

Sei T'(n) die Anzahl verschiedener natiirlicher Suchbdume,
die genau die Schliissel {1,2,3,...,n} verwalten. Dann gilt
T0)=1,T(1)=1und T(n) =>;_(T(k—1)-T(n—k))
fir n > 2.

X WAHR

O FALSCH
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/1P i) Geben Sie fiir das folgende Codefragment die asymptotische Laufzeit in Abhéingigkeit von

n € N in ©-Notation an. Halten Sie sich so knapp wie mdglich. Die Funktion f lduft in ©(1)
Zeit. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=mn;i>1;i=1i/2){ Anzahl der Funktionsaufrufe in
2 for(int j = 1;j <i;j=2%){ méglichst knapper ©-Notation:
3 f0; 2

4 } O(log“n)

5}

/1P j) Geben Sie fiir das folgende Codefragment die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von

n € N in ©-Notation an. Halten Sie sich so knapp wie moglich. Die Funktion f liuft in ©(1)
Zeit. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;ixi <n;i=1i+1) {

9 for(int j=mn;j>1;j=j/4){ Anzahl der Funktionsaufrufe in
3 for(int k = 1; k < j; k =k+1) { maglichst knapper ©-Notation:
g } f()a @(n3/2)

6 }

7}

/1P k) Geben Sie fiir die untenstehenden Funktionen eine Reihenfolge an, so dass folgendes gilt:

Wenn eine Funktion f links von einer Funktion g steht, dann gilt f < O(g).

Beispiel: Die drei Funktionen n3, n”, n” sind bereits in der entsprechenden Reihenfolge, da

n3 < O(n7) und n” < O(n?) gilt.

ng, 24™, L?, V!, log!®n, ng, logn!, 52"
log“n
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/2P

1) Gegeben ist die folgende Rekursionsgleichung:

T(n) := {71”‘+2'T<n/5) Z:

Sie kénnen annehmen, dass n eine Potenz von 5 ist. Benutzen Sie also n = 5% oder k = logs(n).
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass

5k+1 _ 2k+1

T(n) = T(5") 2

die dazugehorige geschlossene Form ist.

Induktionsbeweis:
Induktionsanfang (k = 0): Es gilt T(5%) =1=3 = 222 = M.
Induktionshypothese: Fiir ein k € Ny sei T(5F) = M
Induktions-Schritt (k — k+1):
T(5*) = 55 + 2. 7(5)
Ié{' 5k+1 Y g+l _ 9k+1
3
3.5k L2 Rt gkt
3 3 3

5k+2 _ 2k+2
- 3
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/15 P

Theorieaufgabe T2.

Ziirich fiihrt ab Sommer 2047 ein Road Pricing ein. Dabei wird jeder Strasse eine Gebiihr zugeordnet.
Es ist bekannt, dass jeweils am Morgen alle Autos von s nach ¢ fahren moéchten. Mit dem neuen
Pricing werden selbstverstandlich alle Autos entlang eines giinstigsten Wegs fahren. Um sich fiir das
neue Verkehrsaufkommen zu wappnen, méchte die Stadt Ziirich herausfinden, welche Kreuzungen
itberhaupt befahren werden fiir ein gegebenes Pricing.

Das Strassennetz von Ziirich ist gegeben durch n Kreuzungen und m Strassen. Jede Strasse e ist
gegeben als ein Tupel (u, v, guy), definiert durch die beiden Kreuzungen u und v welche e verbindet,
und durch die Gebiihr von g,, Franken welche bei jeder Beniitzung erhoben wird (g, € N).

Modellieren Sie die nachfolgenden drei Fragestellungen jeweils als graphentheoretisches Problem.
Geben Sie dazu an, welche Knoten und Kanten definiert werden und welche Gewichte den Kanten
zugeordnet werden. Nennen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus zur Losung des jeweiligen
graphentheoretischen Problems und bestimmen Sie seine Laufzeit in Abhéngigkeit von n und m.

Sie diirfen jeweils davon ausgehen, dass mindestens ein Weg von s nach t existiert (fiir alle anderen
Paare von Kreuzungen u, v gibt es hingegen nicht notwendigerweise einen Weg von u nach v).

/5P

a) Nehmen Sie in dieser Teilaufgabe an, dass jede Stras-

se, gegeben durch e = (u, v, guy), in beide Richtungen
befahren werden darf. Nehmen Sie ausserdem an, dass
die Gebiihr fiir jede Strasse gleich 1 ist.

Fiir jede Kreuzung soll bestimmt werden, ob sie auf
einem ginstigsten Weg von s nach t liegt, oder nicht.

Beispiel.  JA: s,a,b,c,e,t NEIN: d

/5P

b) Nehmen Sie in dieser Teilaufgabe an, dass jede Stras-

se, gegeben durch e = (u,v, gyy), nur von u nach v
befahren werden darf.

Fiir jede Kreuzung soll bestimmt werden, ob sie auf
einem ginstigsten Weg von s nach t liegt, oder nicht.

Beispiel. JA: s,a,c,d,e,t NEIN: b

/5P

¢) Ziirich beschliesst, zusétzlich zu den Strassen auch

das Befahren einer Kreuzung gebiithrenpflichtig zu ma-
chen. Fiir jede Beniitzung einer Kreuzung v werden b,
Franken verrechnet. Nehmen Sie an, dass jede Strasse,
gegeben durch e = (u, v, gyy), nur von u nach v befah-
ren werden darf.

Fiir jede Kreuzung soll bestimmt werden, ob sie auf
einem giinstigsten Weg von s nach ¢ liegt, oder nicht.

Beispiel. JA: s,a,c,e,t NEIN: b,d
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Teilaufgabe a)

e Graphentheoretische Modellierung inklusive Kantengewichte (in Worten):

Ungewichteter, ungerichteter Graph G = (V| F) mit:
- je einem Knoten u fiir jede Kreuzung u.
- je einer Kante {u,v} fiir jede Strasse (u,v, gyy).

e Anzahl der Knoten und Kanten in Abhéngigkeit von n, m (in méglichst knapper ©-Notation):
V] €O(n), |E|lc6(m)

e Moglichst effizienter Algorithmus zur Klassifikation der n Kreuzungen:

Mit einer BFS von s aus speichern wir fiir jeden Knoten u die Distanz d(s,u).
Mit einer BFS von ¢ aus speichern wir fiir jeden Knoten u die Distanz d(u,t).

Nun testen wir fiir jeden Knoten u, ob d(s,u) + d(u,t) == d(s,t) ist.
Falls ja, wird die Kreuzung u befahren, ansonsten nicht.

e Laufzeit in Abhéngigkeit von n,m (in moglichst knapper ©-Notation) inklusive Begriindung:

Zweimal BFS: O(|V| + |E|) = ©(n +m).
Kreuzungen klassifizieren: O(|V|) = O(n).

Insgesamt: O(n + m).
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Teilaufgabe b)

e Graphentheoretische Modellierung inklusive Kantengewichte (in Worten):

Gewichteter, gerichteter Graph G = (V, E, w) mit:
- je einem Knoten u fiir jede Kreuzung u.
- je einer Kante (u,v) mit Gewicht w(u,v) = gy, fiir jede Strasse (u,v, guy).

Denselben Graph mit umgekehrten Kanten, das heisst G7 = (V7 ET, w”) mit:
- je einem Knoten u fiir jede Kreuzung u.
- je einer Kante (v,u) mit Gewicht w’ (v, u) = gy, fiir jede Strasse (u,v, gu)-

e Anzahl der Knoten und Kanten in Abhéngigkeit von n, m (in moglichst knapper ©-Notation):

VI €©O(n), |E|e€O(m).
VT € ©(n), |ET| € ©(m).

e Moglichst effizienter Algorithmus zur Klassifikation der n Kreuzungen:

Mit Dijkstra in G von s aus speichern wir fiir jedes v € V die Distanz d(s,u).
Mit Dijkstra in GT von t aus speichern wir fiir jedes u € VT die Distanz d’ (¢,u).

Nun testen wir fiir jede Kreuzung u, ob fiir die entsprechenden Knoten v in V, V7T
gilt, dass d(s,u) + dT (t,u) == d(s,t) ist.
Falls ja, wird die Kreuzung u befahren, ansonsten nicht.

e Laufzeit in Abhéngigkeit von n,m (in moglichst knapper ©-Notation) inklusive Begriindung:

Zweimal Dijkstra (mit Fibonacci-Heaps):
O(|V]log |V|+ |E| + |[VT|log|VT| + |ET])) = ©(nlogn + m).
Kreuzungen klassifizieren: O(|V|) = O(n).

Insgesamt: ©(nlogn + m).
Ohne Fibonacci-Heaps: O(n + mlogm).
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Teilaufgabe c)

e Graphentheoretische Modellierung inklusive Kantengewichte (in Worten):

Gewichteter, gerichteter Graph G = (V, E, w) mit:

- je zwei Knoten u;,, uy; fiir jede Kreuzung u.

- je einer Kante (ujp, uoyt) mit Gewicht w(uip, uoyt) = by fiir jede Kreuzung u.

- je einer Kante (ugyt, vin) mit Gewicht w(ugyt, Vin) = guy fiir jede Strasse (u, v, guy)-

Denselben Graph mit umgekehrten Kanten, das heisst G7 = (VT ET wT) mit:

- je zwei Knoten u;,, uy fiir jede Kreuzung u.

- je einer Kante (uoyut, uin) mit Gewicht w” (ugyu, uin) = by, fiir jede Kreuzung u.

- je einer Kante (v;,, Upy) mit Gewicht w” (vin, Uout) = guv fiir jede Strasse (u, v, guy)-

e Anzahl der Knoten und Kanten in Abhéngigkeit von n, m (in moglichst knapper ©-Notation):

V| €O(n), |E|€BO(n+m).
VT € ©(n), |ET| € O(n+m).

e Moglichst effizienter Algorithmus zur Klassifikation der n Kreuzungen:

Mit Dijkstra in G von s;, aus speichern wir fiir jedes u € V die Distanz d(s;,,u).
Mit Dijkstra in G” von t,,; aus speichern wir fiir jedes u € V7 die Distanz d” (t,y:, ).

Nun testen wir fiir jede Kreuzung u, ob fiir die entsprechenden Knoten u;, in
V, VT gilt, dass d(sin, tin) + d* (tout; Uin) == d(Sin, tout) ist.
Falls ja, wird die Kreuzung u befahren, ansonsten nicht.

e Laufzeit in Abhéngigkeit von n,m (in moglichst knapper ©-Notation) inklusive Begriindung:

Zweimal Dijkstra (mit Fibonacci-Heaps):
O([V|log V| + |E| + |[VT|log |VT| + |ET|)) = ©(nlogn + m).
Kreuzungen klassifizieren: O(|V|) = O(n).

Insgesamt: ©(nlogn + m).
Ohne Fibonacci-Heaps: O((n 4+ m)log(n +m)).
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/10 P

Theorieaufgabe T3.

In einem weit entfernten Alpenland moéchte das Militdr seine veraltete Kommunikationsstruktur
austauschen. Um das Parlament von diesem teuren Vorhaben zu iiberzeugen, méchte die Fiithrung
einige metrische Angaben iiber das aktuelle Netzwerk vorlegen. Leider fehlen zur Berechnung dieser
Angaben die notigen IT-Spezialisten. Deshalb werden Sie als Berater angeheuert.

Das Netzwerk ist gegeben als gerichteter, gewichteter Graph G = (V, E,w), wobei w: E — R die
Kantengewichtsfunktion ist. Das Netzwerk hat n = |V| Knoten und m = |E| gerichtete Kanten.
Fiir beliebige Knoten u # v bezeichnet d(u,v) die Lénge eines kiirzesten Pfads von u nach v. Ge-
sucht sind moglichst effiziente Algorithmen zur Berechnung des Minimums iiber alle Knotenpaare,
min, ¢, d(u,v), und des Mazimums iiber alle Knotenpaare, max, -, d(u, v).

Sie erhalten das Netzwerk G als Adjazenzliste.

/3P

a) Zusitzlich zum Netzwerk erhalten Sie zwei Hinweise: (i) es gibt m = ©(n'®) Kanten und

(73) alle Kanten (u,v) € E haben nicht-negatives Gewicht w(u,v) > 0.

Beschreiben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der den Wert min d(u, v) berechnet.
Bestimmen Sie die Laufzeit in Abhéngigkeit von n. Uy

Entlang eines beliebigen kiirzesten Wegs (vg, v1,...,v¢) gilt unter Annahme nicht-
negativer Kantengewichte fiir jede Kante: w(v;,vit1) < >, w(vj,vj1+1) = d(vo, ve)-

Der Wert min,,, d(u,v) wird deshalb sicherlich durch zwei benachbarte Knoten an-
genommen. Es geniigt deshalb, den Graph einzulesen, alle Kanten durchzugehen
und sich das kleinste Kantengewicht zu merken.

Laufzeit: O(n +m) = O(n'?).

/3P

b) Sie erhalten die selben Hinweise wie in Teilaufgabe a): (i) es gibt m = ©(n!-%) Kanten und

(77) alle Kanten (u,v) € E haben nicht-negatives Gewicht w(u,v) > 0.

Beschreiben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der den Wert max d(u, v) berechnet.
Bestimmen Sie die Laufzeit in Abhéngigkeit von n. uFv

Wir berechnen die kiirzesten Wege zwischen allen Paaren von Knoten. Dazu star-
ten wir von jedem Knoten x aus genau einmal den Algorithmus von Dijkstra
(damit kennen wir fiir alle Knoten y die Distanzen d(z,v)).

Schlussendlich iterieren wir einmal iiber alle Knotenpaare und merken uns die
grosste Distanz.

Laufzeit (mit Fibonacci-Heaps): O(n - (nlogn +m) + n?) = O(n??).
Laufzeit (ohne Fibonacci-Heaps): O(n - (n + mlogm) + n?) = O(n??logn).
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Die Skeptische Partei bezweifelt die présentierten Ergebnisse. Deren Parlamentsfraktion vermutet,
dass das Netzwerk auch negative Kantengewichte enthélt.

/ 4P| ¢) Nun erhalten Sie also nur noch den ersten Hinweis: (i) m = ©(n'?).

Beschreiben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, welcher
— abbricht, falls das Netzwerk einen Kreis mit negativem Gewicht enthélt,
— andernfalls die Werte min, ., d(u,v) und max,, d(u,v) berechnet.

Bestimmen Sie die Laufzeit Thres neuen Algorithmus in Abhéngigkeit von n.

Wir berechnen die kiirzesten Wege zwischen allen Paaren von Knoten. Dazu star-
ten verwenden wir den Algorithmus von Johnson.

Dieser verwendet in einem ersten Schritt als Subroutine Bellman-Ford (und bricht
ab, falls ein Kreis mit negativem Gewicht gefunden wird) — in einem zweiten
Schritt berechnet der Algorithmus von Johnson dann die kiirzesten Wege fiir alle
Knotenpaare (mit n Aufrufen von Dijkstra auf einem modifizierten Graphen).

Schlussendlich iterieren wir einmal iiber alle Knotenpaare und merken uns die
kleinste und die grosste Distanz.

Laufzeit (mit Fibonacci-Heaps): O(n-m +n - (nlogn +m) + n?) = O(n*9).

Laufzeit (ohne Fibonacci-Heaps): O(n-m +n - (n+ mlogm) + n?) = O(n?®°logn).



