Weitere Algorithmenentwurfstechniken

1 Backtracking

Vier Damen

Beim Schach bedroht die Figur der Dame alle
Felder, die sich horizontal, vertikal oder diago-
nal von der entsprechenden Position der Dame
befinden. Im Gegensatz zum normalen Schach
betrachten wir hier ein Schachbrett der Grosse
4 x4, auf dem sich mehr als zwei Damen befinden
diirfen. Unser Ziel ist es, moglichst viele Damen
so zu positionieren, dass keine Dame von einer
anderen bedroht wird.

Fassen wir das Schachbrett als (4 x 4)-Matrix auf, dann konnen keine zwei Damen
in der gleichen Zeile oder Spalte platziert werden, da sie sich ansonsten gegenseitig
bedrohten. Also konnen sich maximal vier Damen auf dem Brett befinden. Wir
mochten nun entscheiden, ob eine eine Platzierung mit genau vier Damen existiert.
Wir beschreiben nun, wie eine solche systematisch gefunden werden kann.

Falls eine Platzierung mit vier Damen existiert, dann kann sie durch einen Vek-
tor der Lange 4 repréisentiert werden. Dabei enthélt die i-te Komponente die Zeilen-
nummer der Dame, die in der i-ten Spalte positioniert wird. Da der Losungsvektor
eine endliche Lange hat und pro Position nur endlich viele Alternativen erlaubt
sind, konnen wir die Losungen systematisch durchlaufen, um eine Platzierung mit
moglichst vielen Damen zu finden. Dabei wird nun nicht einfach iiber alle moglichen
Losungen iteriert. Stattdessen versuchen wir, eine aktuelle Teillosung so zu erweitern,
dass die neu entstandene Teillosung noch immer in sich konsistent ist. Kann eine
Losung nicht erweitert werden, dann gehen wir zuriick und probieren die alternati-
ven Erweiterungen (sofern existent, ansonsten gehen wir noch weiter zuriick). Fiir
das genannte Prinzip des Backtracking erhalten wir nun das folgende (sehr grobe)
Algorithmengeriist.

BACKTRACK(Teillgsung)

1 if Teillosung ist Losung fiir das gesamte Problem then Melde Erfolg und STOP
2 else for each legale Erweiterung der Teillosung do

3 BACKTRACK (erweiterte Losung)

4 Melde Misserfolg

Backtracking kann durch einen Ablaufbaum wie folgt visualisiert werden. An jedem
Knoten v wird eine Teillosung S gespeichert, und fiir jede legale Erweiterung S’ von
S hat v einen Nachfolgerknoten, der S’ speichert. Knoten mit Teillssungen ohne
legale Erweiterung sind also Blétter. Die Wurzel speichert die (leere) Startlosung.
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Abb. 4.1: Schematischer Ablauf von Backtracking.

Fiir das geschilderte Problem verfahren wir nun wie folgt. Wir platzieren initial eine
Dame auf der Position (1,1) (sieche Abb. 4.2a). Fiir die Dame in der zweiten Spalte
bleiben nur die Zeilen 3 und 4 iibrig. Wir platzieren zunéchst eine Dame auf der
Position (3,2) (siehe Abb. 4.2b). Nun kann aber offenbar keine Dame mehr in der
dritten Spalte platziert werden. Folglich nehmen wir die eben vorgenommene Plat-
zierung einer Dame auf (3, 2) zuriick und platzieren stattdessen eine Dame auf (4, 2)
(siehe Abb. 4.2¢). Die einzig mogliche Position einer Dame in der dritten Spalte ist
nun (2,3) (siche Abb. 4.2d). Auf diese Art fahren wir fort. Sobald eine Losung nicht
mehr erweitert werden kann, machen wir den oder die vorigen Schritt(e) riickgéngig.
Schliesslich erhalten wir die in Abbbildung 4.2e) dargestellte Positionierung mit vier
Damen. g

a) b) c) d) e)

Abb. 4.2: Einige Zwischenschritte beim Backtracking. Die schwarzen
Punkte geben die jeweiligen Positionen der Damen an. Grau markierte
Felder werden von einer Dame bedroht.

Es ergibt sich der folgende Ablaufbaum. Neben jedem Knoten ist die aktuelle Teillo-
sung gespeichert. “-” bedeutet dabei, dass die entsprechende Komponente des Vek-
tors noch nicht spezifiziert wurde. Die Zahl in jedem Knoten gibt an, wann der
entsprechende Knoten besucht wird.

(2:4,1,3)

Abb. 4.3: Ablaufbaum fiir das Vier-Damen-Problem.

Hat der Losungsvektor die Liange n und gibt es pro Komponente k£ Alternativen,
dann werden im schlimmsten Fall ungefdhr k™ viele Losungen ausprobiert, was nicht
besser als einfaches Aufzéhlen aller moglichen Losungen ist. Backtracking ist also
eine Heuristik, die keine Garantie fiir eine schnelle Laufzeit liefert! Andererseits
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erlaubt sie uns, schon in sich unzuléssige Teillosungen zu erkennen und nicht wei-
terzuverfolgen. Wir werden im Folgenden beschreiben, wie man diese Technik so
ausbauen kann, dass vielversprechende Losungen bevorzugt untersucht werden. Auf
diese Weise erhoffen wir uns einen Effizienzgewinn in praktischen Anwendungen.

Erfillbarkeitsproblem der Aussagenlogik

Seien x1,...,T, boolesche Variablen, d.h., sie sind entweder wahr oder falsch. Wir
betrachten eine Formel ¢ in konjunktiver Normalform (KNF). Dabei ist ¢ = A, C;
mit den Klauseln C; = \/j Tij, Tij € {%1,...,%n,T1,...,Tn}. Ein Beispiel ist die
Formel

= (r1 Vo) A(@IVT2) A (TTVTEZ) A (21 VT2) A (32 Vg VTg)A
($1VT2\/$4) (1)

mit den sechs Klauseln (x1 V x2), (71 V Z32), (T1 V T3), (21 VT1), (2 V 23V T1) sowie
(x1 VT3 V x4). Das Erfillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (kurz SAT, engl. Satis-
fiability) besteht nun darin zu entscheiden, ob ¢ erfiillbar ist, d.h. ob eine Zuweisung
(x1,...,2,) € {wahr, falsch}" existiert, sodass ¢ wahr ist.

Eine Losung kann durch einen Vektor der Linge n reprasentiert werden, dessen
Eintrége den Wert F (falsch) oder T (wahr) annehmen kénnen. Damit gibt es 2"
mogliche Belegungen. Das Backtracking wird nun wie folgt realisiert. Jedesmal, wenn
wir eine Variable z; setzen, priifen wir zunéchst, wieviele Klauseln erfiillt werden,
wenn x; auf wahr gesetzt wird, und wieviele erfiillt werden, wenn x; auf falsch gesetzt
wird. Wir wéhlen dann zunéchst die Belegung, die mehr Klauseln erfiillt. Sobald wir
feststellen, dass durch eine Teilbelegung einige Klauseln nicht mehr erfiillbar sind,
nehmen wir die aktuelle Wahl zuriick, und versuchen die Alternative. Fiihrt dies
ebenfalls zu einer Nicht-Erfiillbarkeit, dann gehen wir einen weiteren Schritt zuriick.
Wir fiithren fiir jeden Schritt die Formel mit, die durch Einsetzung der Belegung
iibrig bleibt.

Backtracking betrachtet zuerst die Variable z1. Fiir das obige Beispiel bleiben je
nach Wahl von z; die folgenden Formeln iibrig:

= (T) A (@2) A (@3) A (T) A (22 Vg v ) A(T), (2)

x1=T B

= (z2) A (T) A (T) A (T2) A (22 Vs VTg) A (T2 V 2a). (3)

r1=F

Da die Wahl von z; = T zu mehr erfiillten Klauseln fithrt (ndmlich 3 anstatt 2),
verfolgen wir zunéchst diese Losung weiter. Wir stellen fest, dass die zusétzliche
Wahl von z9 = T dazu fiihrt, dass die Klausel (Z1 V T2) nicht erfiillt wird. Folglich
setzen wir z9 = F und fahren mit der Variablen x3 fort. Auch dort fithrt die Wahl
von x3 = T dazu, dass eine Klausel nicht erfiillt ist, ndmlich (7 V T3). Also setzen
wir z3 = F und erhalten die Formel

= (T)N(T)N(T)A(T) A (z2) A (T). (4)
rz1=T,xo=F,x3=F

Nun stellen wir fest, dass bei der Wahl von x4 = T die Klausel (Z7) nicht erfiillt
ist, doch bei der Wahl von x4, = F werden alle sechs Klauseln erfiillt. Somit ist
(z1,22,23,24) = (T, F, F,F) eine erfiillende Belegung fiir ¢. Wir erhalten den in
Abbildung 4.4 dargestellten Ablaufbaum. O
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X,=T
Nicht erf.: 1
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Abb. 4.4: Ablaufbaum fiir das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik.
Neben jedem Knoten ist die Wahl der aktuell betrachteten Variablen
vermerkt. Ausserdem findet sich dort die Anzahl der erfiillten bzw. nicht
erfiillten Klauseln. Ist die Anzahl der nicht erfiillten Klauseln nicht ver-
merkt, dann hat die aktuelle Teillosung keine unerfiillten Klauseln.

2 Branch-and-Bound

Wir haben im vorigen Abschnitt eine Technik kennengelernt, die es erlaubt, aus-
sichtslose Teillosungen frithzeitig zu verwerfen. Allerdings haben wir sie nur fiir Ent-
scheidungsprobleme angewendet, bei denen am Ende die Antwort Ja oder Nein steht
(“Gibt es eine Platzierung mit vier Damen?”, “Gibt es eine erfiillende Belegung?”).
Fiir Optimierungsprobleme ist Branch-and-Bound eine dhnliche Vorgehensweise, al-
lerdings miissen wir iiberlegen, wann eine Teillosung nicht weiter verfolgt werden
soll. O.B.d.A. betrachten wir Maximierungsprobleme, sofern nicht anders genannt.
Wie vorher speichert jeder Knoten des Ablaufbaums eine Teillosung. Zuséatzlich
wird in jedem Knoten eine obere Schranke gespeichert. Diese gibt an, welchen Wert
eine giiltige (ggf. mehrfache) Erweiterung der an diesem Knoten reprisentierten
Teillosung maximal erreichen kann. Fiir den Ablaufbaum verwalten wir ausserdem
noch eine untere Schranke. Diese ist das Maximum der bereits gefundenen Lésungen
und einer globalen unteren Schranke (sofern existent). Stellen wir an einem Knoten
fest, dass die obere Schranke kleiner gleich der unteren Schranke ist, dann muss die
an diesem Knoten représentierte Teillosung nicht weiter verfolgt werden (denn keine
Erweiterung kann einen besseren Wert als die derzeit beste Losung erreichen). Um
Branch-and-Bound anzuwenden, miissen zusétzlich drei Module spezifiziert werden:

1) Branch: Entscheide, wie eine gegebene Teillosung zu erweitern ist.

2) Search: Welche aktuelle Teillosung soll als néchstes betrachtet und ggf. erwei-
tert werden?

3) Learn: Was folgt aus den bisherigen Erkenntnissen fiir erzwungene Teile der
Losung?

Im Allgemeinen wiahlt das Search-Modul im Ablaufbaum ein Blatt v mit der héchsten
oberen Schranke aus. Ist der Wert der dort gespeicherten Teillosung s, grosser als
die bisherige untere Schranke, so wird diese entsprechend aktualisiert. Ist s, eine
vollstandige Losung, deren Wert mit der unteren Schranke zusammenfillt, dann
wird s, als aktuelles Optimum abgespeichert. Das Branch-Modul versucht nun, den
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Knoten v zu erweitern. Das gesamte Verfahren terminiert, sobald die obere Schran-
ke jedes Blatts maximal so gross wie die untere Schranke ist (zur Erinnerung: Die
untere Schranke gibt die beste bisher erreichte Losung an). Haben nun alle Blitter
eine obere Schranke, die maximal so gross wie die untere Schranke ist, dann kann
keine Teillosung so erweitert werden, dass eine bessere als die bisher beste gefundene
Losung entsteht. Die Benutzung des Learn-Moduls ist nicht zwingend, kann aber zu
einer besseren Laufzeit fithren, da u.U. wesentlich weniger (Teil)lésungen betrachtet
werden miissen. Wir erhalten das folgende (grobe) Algorithmengeriist:

BRANCHANDBOUND(Problem P)

1 Berechne globale untere Schranke, falls existent.
2 while globales Optimum nicht gefunden do

3 if obere Schranke in jedem Blatt < untere Schranke then
4 globales Optimum gefunden. STOP
5 Wihle Blatt v mit maximaler oberer Schranke
6 if v hat keine giiltige Erweiterung then
7 Markiere v als nicht erweiterbar
8 for each giiltige Erweiterung der an v gespeicherten Teillosung do
9 FErzeuge einen Nachfolgerknoten w von v, der die entsprechend
erweiterte Teillosung s,, speichert
10 Schliesse auf erzwungene Teile von sy,
11 Berechne obere Schranke von s,
12 AXktualisiere untere Schranke, falls nétig

Wir werden diese Technik nun auf einige Optimierungsprobleme anwenden.

Maximale Anzahl erfiillter Klauseln

Wir betrachten die Optimierungsvariante des im vorigen Abschnitt vorgestellten
Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik. Dabei sei erneut eine Formel in konjunk-
tiver Normalform (KNF) gegeben, zum Beispiel

o= (Z1) A (z1 V) A(TTVT2) A (T1 VES) A (21 VTL)A
(z2Vas VT A (21 VT2V 34). (5)

Man iiberpriift leicht, dass ¢ nicht erfiillbar ist. Wir wollen nun zu einer gegebenen
Formel ¢ in KNF eine Belegung finden, die moglichst viele Klauseln erfiillt. Fiir die
obige Formel sind dies genau die Belegungen (x1, 2, x3,x4) aus

{(T.F.F,F),(F,T,F,F),(F,T,F,T),(F,T,T,F),(F,T,T,T),
(F7F7T?F)7(F7F7F7F)}? (6)

denn sie erfiillen alle bis auf eine Klausel.

Ist eine Formel ¢ mit den Variablen x1,...,x, gegeben, dann kann wie vorher
eine Losung durch einen Vektor (x1,...,z,) € {T, F'}" reprisentiert werden. Eine
Teillosung, die einigen x; feste Werte zuweist, teilt die Klauseln von ¢ in genau drei
(moglicherweise leere) Gruppen ein: Definitiv erfillte Klauseln, definitiv unerfiillte
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Klauseln und unentschiedene Klauseln. Betrachten wir etwa fiir das obige Beispiel
die Teillosung x1 = T, dann sind die Klauseln (z1 V x32), (1 VZ1) und (21 VT3V x4)
definitiv erfiillt. Die Klausel (Z7) ist definitiv nicht erfiillt, und alle {ibrigen Klauseln
sind unentschieden.

GLOBALE Um Branch-and-Bound fiir dieses Problem anzuwenden, iiberlegen wir zunéchst,
UNTERE dass in jeder KNF-Formel mindestens [n/2] Klauseln erfiillt werden kénnen.
SCHRANKE Lemma 1. Sei ¢ eine Formel in KNF mit den Variablen x1,...,x,. Es gibt eine

Belegung, die mindestens [n/2] Klauseln erfillt.

Beweis. Eine Klausel, in der keine Variable sowohl negiert als auch nicht-
negiert vorkommt, wird lediglich durch eine einzige Variablenbelegung
der in der Klausel vorkommenden Variablen nicht erfiillt (ndmlich die,
in der alle negierten Variablen auf falsch und alle anderen Variablen auf
wahr gesetzt werden). Wird nun in dieser Belegung der Wert jeder Va-
riablen invertiert, dann ist die Klausel erfiillt. Seien nun By = (7,...,T)
und Bp = (F,..., F) die zwei Belegungen, die jeder Variablen den Wert
T bzw. F zuweisen. Jede Klausel von ¢ wird entweder durch Br oder
durch B oder durch beide erfiillt. Also erfiillt entweder B mindestens
die Hilfte aller Klauseln, oder aber Bp (wiirden beide weniger als die
Halfte aller Klauseln erfiillen, dann géibe es mindestens eine Klausel, die
weder von By, noch von By erfiillt wiirde, was nicht méglich ist). |

Wir beschreiben nun die einzelnen Komponenten der Losungsstrategie.

ALGORITHMUS Teillosungen: Wie im vorher diskutierten Entscheidungsproblem kann eine Bele-
gung fiir eine Formel ¢ durch einen Vektor aus {T', F'}" reprisentiert werden.
Jeder Knoten v des Ablaufbaums speichert eine Teillssung s, € {T, F}*, die
den Variablen z1, ...,z einen Wert zuweist (in der Wurzel ist k£ = 0, und kei-
ner Variablen wird ein Wert zugewiesen). Als Wert der Teillosung s, definieren
wir die Anzahl der von s, definitiv erfiillten Klauseln.

Obere Schranke: Sei v ein Knoten des Ablaufbaums, der eine Teillésung s, spei-
chert. Die in v gespeicherte obere Schranke ist die Summe der Anzahl von s,
definitiv erfiillter Klauseln und der Anzahl noch unerfiillter Klauseln.

Untere Schranke: Eine untere Schranke ergibt sich aus dem Maximum der Wer-

te aller bereits gefundenen Teillosungen sowie der globalen unteren Schran-
ke [n/2].

Branch: Sei v ein Knoten des Ablaufbaums und s, die in v gespeicherte Teillésung,
die den Variablen 1, ..., z; einen Wert zuweist. Ist k = n, dann kann s, nicht
erweitert werden. Ansonsten erzeugen wir fiir v zwei Nachfolgerknoten mit den
um x1 =1 bzw. 11 = F erweiterten Teillosungen.

Search: Als nichstes wiahlen wir ein Blatt mit einer maximalen oberen Schranke
(nicht mit dem maximalen Wert!).

Learn: Fiir dieses Problem verzichten wir auf den Einsatz des Learn-Moduls.

BeispieL  Fiir die Formel (5) von vorhin kann Branch-and-Bound wie folgt angewendet wer-
den. Zundchst wird die untere Schranke auf 4 gesetzt (wegen Lemma 1). Von der
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XIZF Wert: 3
Nicht erf.: 0
Ob. Schr.: 7

Wert: 3 X1= L
Nicht erf.: 1
Ob. Schr.: 6

X,=F

Wert: 5 Xg= L
Nicht erf.: 0
Ob. Schr.: 7

Wert: 4
Nicht erf.: 1
Ob. Schr.: 6

Wert: 5
Nicht erf.: 0
Ob. Schr.: 7

Wert: 5 X3:T
Nicht erf.: 0
Ob. Schr.: 7

Wert: 6 Wert: 6 Wert: 6 Wert: 6
Nicht erf.: 1 Nicht erf.: 1 Nicht erf.: 1 Nicht erf.: 1
Ob. Schr.: 6 Ob. Schr.: 6 Ob. Schr.: 6 Ob. Schr.: 6

Abb. 4.5: Ablaufbaum fiir Branch-and-Bound zur Berechnung einer ma-
ximalen Menge erfiillbarer Klauseln. Neben jedem Knoten ist der Wert
der dort gespeicherten Teillosungen, die Anzahl nicht erfiillter Klauseln
sowie die obere Schranke angegeben. Die Zahl in jedem Knoten gibt an,
wann der entsprechende Knoten erzeugt wird.

leeren Losung (Knoten 1 in Abbildung 4.5) ausgehend werden dann die entstehenden
Teillosungen berechnet, wenn x1 = 1T bzw. x1 = F gesetzt werden. Dadurch ergeben
sich

(F)A(T) A (72) A (=3) A(T) A (22 Vg VEg) A(T), (7)

x1=T B

= (T) A (w2) A(T)AN(T) A (T2) A (z2VasVTg) A (T2 Vag).  (8)

x1=F

Diese Teillosungen werden in den Knoten 2 und 3 gespeichert. Offenbar sind in
|z, =7 genau drei Klauseln erfiillt, und eine ist nicht erfiillt. Somit haben alle Er-
weiterungen dieser Teillosung maximal Wert 6. In ¢|,, - sind ebenfalls drei Klauseln
erfiillt, aber keine Klausel ist nicht erfiillt. Also ist die obere Schranke dort 7 und
wir fahren mit dieser Teillésung fort. Nun setzen wir zusétzlich xo =T bzw. o = F
und erhalten

oy = DY) AT AT) A (@) A(T) A (4), (9)

= (T) AN(F)A(T) A (T) A (z2) A (23 VED) A(T). (10)
r1=F,xo=F
In ¢|y,=Fa,=7 (Knoten 4) sind fiinf Klauseln erfiillt und keine nicht erfiillt, und
die obere Schranke ist 7. In ¢|;, = z,—r (Knoten 5) dagegen sind nur vier Klauseln
erfiillt und mindestens eine ist nicht erfiillt, also ist die obere Schranke lediglich 6.
Da die erstgenannte Losung mindestens fiinf Klauseln erfiillt, aktualisieren wir die
untere Schranke auf 5 und erweitern den Knoten 4. Auf diese Weise fahren wir fort
und entdecken schliesslich den Knoten 8, der eine Losung mit Wert 6 enthilt. Also
wird die untere Schranke auf 6 aktualisiert. Die Losungen in den Knoten 8 bis 11
konnen nicht erweitert werden. Sobald die Losung in Knoten 11 entdeckt wurde,
ist in allen Blidttern des Ablaufbaums (d.h., in den Knoten 2, 5, 8-11) eine obere
Schranke gespeichert, die nicht grosser als die untere Schranke ist. Das Verfahren
terminiert und liefert die in Knoten 8 gespeicherte Losung (F,T,T,T) zuriick. O
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BEPACKUNG

RUCKSACK-
PROBLEM

ALGORITHMUS

Das Rucksackproblem

Gegeben seien n Objekte {1,...,n} mit den Nutzwerten p; € N und den Gewichten
gi € N. Sei weiterhin eine Gewichtsschranke G € N gegeben. Eine Auswahl von
Objekten I C {1,...,n} heisst Bepackung. Eine Bepackung heisst giiltig, wenn das
Gesamtgewicht der Objekte in I nicht grésser als G ist, d.h., wenn 3, ; g; < G gilt.
Der Wert einer Bepackung [ ist die Summe der Nutzwerte aller benutzten Objekte,
also ) ;.7 pi- Das Rucksackproblem besteht nun darin, unter allen méglichen giiltigen
Bepackungen diejenige mit maximalem Wert zu finden. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass jedes Objekt i ein Gewicht kleiner oder gleich G hat (ansonsten muss
es nicht betrachtet werden, da es in keiner giiltigen Bepackung vorkommen kann).

Um Branch-and-Bound fiir das Rucksackproblem anzuwenden, sortieren wir zu-
nichst die Objekte absteigend nach dem Quotienten p;/g;, der den Nutzen pro Ge-
wichtseinheit angibt. Je hoher diese Zahl ist, desto eher wiirden wir vermuten, dass
das entsprechende Objekt in einer optimalen Lésung vorkommt. Seien also ab sofort
die Objekte so sortiert, dass p1/g1 > p2/g2 > -+ > pn/gn gilt.

Teillésungen: Jeder Knoten v des Ablaufbaums speichert eine giiltige Teillosung
sy = (Ly, By, Uy) mit I, U E, U U, = {1,...,n}. Dabei sind I, die defini-
tiv benutzten Objekte, E, die definitiv nicht benutzten Objekte und U, alle
Objekte, fiir die noch nicht entschieden ist, ob sie benutzt werden sollen oder
nicht. In der Wurzel ist U, = {1,...,n}. Einer Teillosung s, = (I, E,, U,)
wird der Wert w(s,) := »;c; pi zugewiesen, also die Summe der Nutzwerte
der definitiv benutzten Objekte. Wir definieren das Restgewicht einer Losung
sy als R, = G—Zieh gi- Da I, eine giiltige Bepackung ist, ist R, > 0. Schliess-
lich fordern wir noch, dass jedes Objekt aus U, (den derzeit unentschiedenen
Objekten) hochstens Gewicht R, hat. Wir werden spéter sehen, wie wir diese
Anforderung aufrechterhalten kénnen.

Obere Schranke: Sei s, = (I, Ey, U,) die in einem Knoten v des Ablaufbaums
gespeicherte Losung. Ist U, = (), dann ist die Teillssung vollstéindig und die
obere Schranke ist gleich dem Wert der Bepackung. Sei ansonsten k € U, das
Element mit maximalem Nutzen pro Gewichtseinheit py/gx. Da alle Objekte
aus I, bereits benutzt wurden, verbleibt ein Restgewicht von R,. Da s, nur
durch Objekte aus U, erweitert werden kann und diese pro Gewichtseinheit
einen maximalen Nutzen von py/gr besitzen, hat jede legale Erweiterung von
sy hochstens einen Nutzen von (3 ;c; pi) + Ry - pr/ge = w(sy) + Ry - pr/gi-

Untere Schranke: Eine untere Schranke ergibt sich aus dem Maximum der Werte
aller bereits gefundenen Teill6sungen.

Branch: Sei v ein Knoten des Ablaufbaums, der die Teillssung s, = (I, Ey, Uy)
speichert. Ist U, = (), dann ist s, nicht erweiterbar. Ansonsten wihlen wir aus
U, das Objekt k aus, das den grossten Quotienten py/gx hat und erzeugen fiir
v zwei Nachfolgerknoten w; und wg mit den Losungen sy, = (lw,, Fuw,, Uw,)
bzw. S, = (Lwy, Ewys Uw,) mit

Iy, = I, U{k}, Ey, = E,, Uy, = U,\{k}, (11)
Ly, = I, Ew, = B, U{k}, Uy, = U,\{k}. (12)

In der in w; gespeicherten Losung wird das Objekt &k also benutzt, in der in
wy gespeicherten Losung dagegen nicht. Da v nach Voraussetzung eine Losung
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(Iv, By, Uy) mit max;ey, g < (G — Y ;7 9i) speichert, ist Zz‘elwl g <G, d.h.
w; speichert eine noch immer giiltige Bepackung. Wegen I,,, = I, ist die in
wo gespeicherte Bepackung ebenfalls giiltig.

Search: Als niachstes wird ein Blatt mit einer maximalen oberen Schranke betrach-
tet.

Learn: Jedesmal, wenn ein neuer Knoten v mit der Losung s, = (I, Ey, U,) er-
zeugt wird, berechnen wir das verbleibende Gewicht R, = G' =} ,c; gi- Alle
Objekte aus U, die ein grosseres Gewicht als R, haben, konnen offenbar nicht
mehr benutzt werden, da ansonsten die Gewichtsschranke tiberschritten wiirde.
Also entfernen wir diese Objekte aus U, und fiigen sie stattdessen in E,, also
die Menge der definitiv nicht benutzten Objekte, ein.

Betrachten wir etwa vier Objekte mit den Nutzwerten p; = 36, po = 56, p3 = 20,p4 =
12 sowie den Gewichten g1 = 4,90 = 7,93 = 4,94 = 3. Die Gewichtsschranke sei
G = 10. Wir berechnen die Quotienten p;/g; und erhalten
pi | 36 | 56 | 20 | 12
gi| 4174
i/ 9i

Offenbar gilt p1/g1 > p2/g2 > p3/gs > pa/gs. Der Algorithmus setzt initial die
untere Schranke auf 0 und betrachtet danach die leere Teillosung I; = (0, By = 0,
U =1{1,2,3,4}, R; = 10 (Knoten 1 in Abbildung 4.6). Sie hat den Wert 0, und die
obere Schranke ist 04109 = 90 (aktueller Wert 0 plus Restgewicht 10 multipliziert
mit dem maximalen Nutzen pro Gewichtseinheit 9). Wir nutzen nun Objekt 1 zum
Verzweigen und erzeugen die Knoten 2 und 3. Wird Objekt 1 benutzt, dann erhalten
wir die Teillssung Iy = {1}, F2 = {2}, Uy = {3,4}, Ry = 6 (Hinweis: E2 enthalt
das Objekt 2, weil das Learn-Modul erkennt, dass es wegen des Restgewichts 6
nicht mehr benutzt werden kann). Die Losung hat Wert 36, und weil dies grosser
1L={}, E\={},
U,={1,2,3,4}, R,=10,

Wert 0,
Ob. Schr. 90

Nimm 1 Verwirf 1 L={}, E;={1},
L={1}, B,={2}, U;={2,3,4}, R;=10

Ur={34}, Ry=6 ObWSC(f}ter 80
Wert 36 ’ :
Ob. Schr. 66

Nimm 2 Verwirf 2

1'1:{2}7 El:{lvg}’ 15:{}’ E5:{1’2}7

U,={4}, R,=3 U,={3,4}, R,=10
Wert 56 Wert 0
Ob. Schr. 68 Ob. Schr. 50

Nimm 4 Verwirf 4
I,={24}, E;={1,3}, L={2}, E,.={1,3,4},
Ue':{}’ Re=0 U7:{}7 R;=3
Wert 68 Wert 56
Ob. Schr. 68 Ob. Schr. 56

Abb. 4.6: Ablaufbaum zur Beispielinstanz, wenn Branch-and-Bound auf
das Rucksackproblem angewendet wird. Die Zahl in jedem Knoten gibt
an, wann der entsprechende Knoten erzeugt wird.
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als die bisherige untere Schranke ist, wird diese ebenfalls auf 36 gesetzt. Als obere
Schranke ergibt sich 36 + 6 - 5 = 66. Wird Objekt 1 dagegen nicht benutzt, dann
ergeben sich Is = (), Es = {1}, Us = {2,3,4}, Ry = 10. Die Losung hat Wert
0, also muss die untere Schranke nicht aktualisiert werden. Die obere Schranke ist
0+ 10 - 8 = 80. Nun muss ein neues Blatt ausgewihlt werden, dessen Teillosung
erweitert wird (d.h., einer der Knoten 2 oder 3). Wir wihlen Knoten 3, da dort eine
grossere obere Schranke gespeichert ist. Auf diese Weise fihrt der Algorithmus fort,
bis der Knoten 7 erzeugt wurde. Danach speichert jedes Blatt eine obere Schranke,
die kleiner gleich der unteren Schranke ist. Also terminiert das Verfahren und liefert
Is = {2,4} zuriick. O

Verbesserung der Schranken Die Abschitzungen fiir die oberen und die unteren
Schitzungen sind zwar korrekt, allerdings noch ziemlich grob. Wir diskutieren im
Folgenden, wie mit geringem Aufwand bessere Abschitzungen erzielt werden kénnen.
Dazu betrachten wir das Rucksackproblem unter zwei neuen Blickwinkeln.

Bei der ersten Betrachtung des Rucksackproblems mag die folgende Greedy-
Strategie zur Losung verlockend klingen. Die Objekte werden erneut nach p;/g;,
also dem Nutzen pro Gewichtseinheit, absteigend sortiert. Je grosser dieser Quoti-
ent ist, desto besser scheint die Wahl des entsprechenden Objekts zu sein. Seien also
p1/g1 = -+ > pn/gn. Wir setzen das Restgewicht auf G und betrachten die Objek-
te i = 1,...,n in genau dieser Reihenfolge. Fiir das i-te Objekt priifen wir, ob es
noch benutzt werden kann (d.h., ob sein Gewicht noch unterhalb des Restgewichts
liegt). Falls ja, dann nehmen wir es in die Auswahl der benutzen Elemente auf und
verringern das Restgewicht um g;.

GREEDYKNAPSACK(P1, -+ Pny J1s -« -5 Iy G)

1 Sortiere die Objekte absteigend nach p;/g;

2 Gr+— G I+ 0

3 for i<+ 1tondo

4 ifgiSGRthenI%IU{i};GR%GR—QZ'
5 return [

Da ein Objekt nur dann eingepackt wird, wenn sein Gewicht unter dem Restge-
wicht liegt und dieses initial auf G gesetzt wird, liefert der Greedy-Algorithmus also
offenbar eine giiltige Bepackung zuriick. Leider kann ihr Wert beliebig schlecht sein:

Theorem 2. Sei B € N beliebig. Es gibt eine Menge von n Objekten mit den Nutz-
werten p1,...,pn € N, den Gewichten gi,...,9, € N und einer Gewichtsschranke
G € N, fir die der Greedy-Algorithmus eine Lisung berechnet, deren Wert nur 1/B
der optimalen Lisung fiir diese Eingabe betrigt. 1

Der Greedy-Algorithmus kann also eine sehr schlechte Losung zuriickliefern, tut
dies aber nicht immer. Wir werden nun aber sehen, dass eine Greedy-Strategie fiir
die im Folgenden vorgestellte Variante des Rucksackproblems grundsétzlich zu einer
optimalen Losung fiihrt.

Bisher haben wir Objekte entweder eingepackt oder nicht. Das fraktionale Ruck-
sackproblem erlaubt es dagegen, Objekte auch nur teilweise einzupacken. Dabei wird
angenommen, dass sich das Gewicht und der Nutzen eines Objekts proportional
zum angepackten Anteil verhalten. Eine Losung kann durch einen Vektor A € [0, 1]”
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beschrieben werden, wobei \; angibt, welcher Anteil des Objekts i benutzt wer-
den soll (bei \; = 0 wird ¢ iiberhaupt nicht benutzt, bei A; = 1 vollstindig). Das
Gewicht von i betriagt entsprechend A;g;, der Nutzen A\;p;. Das Ziel beim fraktio-
nalen Rucksackproblem besteht also darin, unter allen Vektoren A € [0,1]" mit
Y1 Aigi < G denjenigen mit maximalem Nutzen ). ; \;p; zu finden. Der fol-
gende Greedy-Algorithmus tut genau das. Er sortiert zunichst erneut die Objekte
absteigend nach p;/g;, und benutzt danach alle Objekte, bis ein Objekt k gefun-
den wird, dessen Gewicht grosser als das Restgewicht Gg ist.! Von diesem wird
A = GRr/gr benutzt, sodass das verbleibende Restgewicht komplett aufgebraucht

wird. Sofern weitere Objekte k + 1,...,n existieren, werden sie nicht benutzt.
FRACTIONALKNAPSACK(P1, .-y Pny G1s- -« In, G)

1 Sortiere die Objekte absteigend nach p;/g;

2 Gpr+ G k<« 1

3 while k <nand g, <Grdo A\, < 1; k< k+1

4 if k <n then \y + Gr/gr; k+ k+1

5 while k <ndo M\, + 0; k< k+1

6 return (A\1,...,\,)

Theorem 3. Der Algorithmus FRACTIONALKNAPSACK berechnet fiir das fraktionale
Rucksackproblem eine optimale Losung. |

Offenbar ist nicht jede Losung des fraktionalen Rucksackproblems auch eine
Losung des herkommlichen Rucksackproblems. Umgekehrt gilt dies aber schon: Ist
I C{1,...,n} eine giiltige Bepackung, dann kann diese durch den Vektor A € {0,1}"
mit \; = 1 < ¢ € [ reprisentiert werden. Die Optimalitat kann bei dieser Transfor-
mation aber verloren gehen, denn das fraktionale Rucksackproblem erlaubt wesent-
lich mehr Losungen. Also bildet der Wert einer optimalen Losung fiir das fraktionale
Rucksackproblem eine obere Schranke fiir den Wert einer optimalen Lésung fiir das
herkémmliche Rucksackproblem. Zusammen mit den fritheren Erkenntnissen erhal-
ten wir damit die folgende Aussage:

Theorem 4. Seien n Objekte mit den Nutzwerten p1,...,pn € N, den Gewichten
i, - -, 9n € N und eine Gewichtsschranke G € N gegeben. Seien worrrpy der Wert
der vom Greedy-Algorithmus fiir das herkimmliche Rucksackproblem berechneten
Lésung, wopr der Wert der optimalen Losung des herkémmlichen Rucksackpro-
blems und wrrac der Wert der optimalen Losung des fraktionalen Rucksackpro-
blems. Dann qilt worEepy < wopr < wrpac. |

Wird Branch-and-Bound fiir das herkémmliche Rucksackproblem angewendet,
dann werden Losungen durch Tripel s, = (I, Ey, U,) gespeichert. Als untere Schran-
ke hatten wir den Wert der Losung w(sy) = (D¢, Pi) benutzt, als obere Schranke
entsprechend w(s,) + Ry - pi/gr bei einem Restgewicht R, und einem maximalen
Nutzen pro Gewichtseinheit von py/gi. Die Losung s, kann aber nur noch durch
Objekte aus U, erweitert werden. Seien nun wgrgepy und wrrac die Werte der
Losungen der Greedy-Algorithmen fiir das herkémmliche bzw. fiir das fraktionale

'Falls ein solches Objekt nicht existiert, dann ist die Summe aller Gewichte grosser als das
Gesamtgewicht und alle Objekte konnen benutzt werden.

11

ALGORITHMUS

OPTIMALITAT
DER LOSUNG

OBERE UND
UNTERE
SCHRANKE



BESSERE
UNTERE
SCHRANKE
BESSERE OBERE
SCHRANKE

Rucksackproblem, denen als Eingabe genau die Objekte aus U, und die Gewichts-
schranke R, iibergeben werden. Offenbar ist w(s,) + wgrerpy noch immer eine
untere Schranke fiir den maximalen Wert jeder giiltigen Erweiterung von s,, und sie
ist besser (d.h., grosser oder gleich) als die bisherige untere Schranke w(s,). Wir be-
obachten auch, dass w(s,) + wrrac eine giiltige obere Schranke fiir den maximalen
Wert jeder giiltigen Erweiterung von s, ist, und auch sie ist besser (d.h., kleiner oder
gleich) als die bisherige obere Schranke. Die Berechnung dieser Schranken dauert ein
wenig lédnger, ist aber relativ effizient in Zeit O(nlogn) durchfithrbar. Werden die
Objekte in U, nach px/gi absteigend sortiert gehalten, dann ist die Laufzeit sogar
nur linear in |U,|. Durch die verbesserten Schranken erhoffen wir uns, schneller zur
optimalen Gesamtlésung des herkémmlichen Rucksackproblems zu kommen.
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