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Gerichtete Graphen und Abhdingigkeiten
Abhang1gke1ten beim Anz1ehen von Klelderstucken
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Reihenfolge, die alle Abhdngigkeiten berticksichtigt




Topologische Sortierung

Definition: eine Folge v1, . . . , v,, von Knoten ist eine
topologische Sortierung von G = (V' F) falls fir jede Kante
(vi,v;) € Egilt,dassi < j,und V = {vy,...,0,}
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Gibt es immer eine solche Sortierung?

Theorem: Ein Graph hat eine topologische Sortierung
genau dann wenn er keinen Zyklus enthalt («azyklisch»)

fiir einen azyklischen Graphen konnen wir immer
eine topologische Sortierung finden



Lemma: Ein azyklischer Graph enthilt immer eine Senke
(d.h., Ausgangsgrad ()

Beweis: sei G = (V/, E/) ein azyklischer Graph
jeder Weg in G hat Lange <n

ein langerer Weg wiirde mindestens einen Knoten b\L S A

mehrfach besuchen (Schubfachprinzip) und damit — chhe

einen Zyklus enthalten 4
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sei vy, ..., v, ein Weg maximaler Lange ’

(wohldefiniert wegen Behauptung)

dann ist v, eine Senke (ansonsten wiirde jeder

Nachfolger von v, einen langeren Weg geben)



Theorem: (wiederholt) Jeder azyklische Graph hat eine
topologische Sortierung

Beweis: Induktion tiber Knotenanzahl n>1

Induktionsanfang:KEIENEe X4
Ihaleibl qutey et el obwtam « A (12 — 1) — A(n) gilt fur alle n>2»

sei v,, eine Senke (existiert laut Lemma)

laut Induktionshypothese hat ( ohne v,
eine topologische Sortierung
VigeooeyUn—1

dannist v{,...,v, 1,7, eine
topologische Sortierung von G

g.e.d.



Zusammenhang

sei G = (V/, I/) ein Graph (gerichtet oder ungerichtet)

Definition: eine Knotenmenge I/ C V/ ist (stark)
zusammenhdngend in G, falls fir alle Knoten u, v € W gilt,
dass v von u erreichbar ist (d.h. © Weg von © nach v)

FuSouwmen -

G: (V7E) ist b\;\,\j{npl

zusammenhdingend falls
V in G zusammenhangt
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Zusammenhangskomponenten

Theorem: fiir jeden ungerichteten Graphen G = (V| F))
gibt es eine Partition {7, ..., V. } von V, so dass

Vi, ..., Vi jeweils zusammenhangend sind und jede Kante
von (- in genau einem Teil V; verlauft

die Teile V1, ..., V) heissen =~
Zusammenhangskomponenten K_\vl V/

Ausblick in diskrete Mathematik: %

Zusammenhang in ungerichteten
Graph ist eine Aquivalenzrelation Vz

bei gerichteten Graphen, K
kann die Zusammenhangsstruktur \ V/

komplizierter sein




Bdume

Definition: ein Baum ist ein zusammenhéangender
ungerichteter Graph ohne Kreis

ein Wald ist ein »- p
ungerichteter Graph ohne 7

Kreis; die Zusammenhangs-

komponenten eines Walds s A
sind Baume

ein Blatt ist ein Knoten mit v o L/
Grad 1 14 Kuoten

12 Kauten
jeder Baum mit 72_>2 Knoten hat mindestens

ein Blatt; jeder Baum hat genau 7 — 1 Kanten

jeder zusammenhangende Graph enthélt mindestens einen
Baum mit derselben Knotenmenge (genannt Spannbaum)



Effizienzbegriff von Algorithmen

es gibt effiziente Algorithmen (z.B. Gale—Shapley) und
ineffiziente Algorithmen (z.B. alle moglichen Farbungen eines
Graphen durchprobieren)

Wie konnen wir die Effizienz von Algorithmen formalisieren?

die genaue Laufzeit eines Computerprogramms hingt von
vielen Detalils ab (z.B. Computerarchitektur und Compiler-Optimierung)

um effiziente und ineffiziente Algorithmen zu unterscheiden,
stellt sich heraus, dass diese Details unwichtig sind

daher betrachten wir ein vereinfachtes Berechnungsmodell, um
diese Details zu abstrahieren



Berechnungsmodell

Komponenten Speicher

. . o REEN AR R
e Speicher: a-priori unbeschrankt viele, A

adressierbare Speicherzellen Ve
e Prozessor: fithrt elementare Operationen |
aus wie Rechenoperationen (Addition,

Subtraktion, Multiplikation, Division),
Vergleichsoperationen (=<,>), Lese- und

Schreibzugriffe auf Speicher Proge ssov

e Bus: verbindet Prozessor und Speicher

eine Speicherzelle kann verschiedene Daten
enthalten, z.B. ein Bit (0 oder 1), eine Zahl (nicht viel grésser als
Zahlen in der Eingabe), konstante Anzahl von Bits oder Zahlen

(unabhingig von «Grosse» der Eingabe)



Laufzeit

Laufzeit eines Algorithmus fir eine Eingabe ist die
Anzahl der elementaren Operationen, die der Prozessor
wahrend der Berechnung ausfiithrt

die Laufzeit konnte von vielen Details der Eingabe abhangen

daher beschranken wir die Laufzeit als Funktion der « Grosse»
der Eingabe

Definition: ein Algorithmus A hat Laufzeit f falls f(n) =
maximale Laufzeit von A tiber alle Eingaben der Grésse 1

bei manchen Problemen hiangt die «Grésse» von mehreren
Parametern ab (z.B. Knotenzahl und Kantenzahl bei Graphenproblemen)

dann ist die Laufzeit eine Funktion dieser Parameter



Asymptotische Notation

aufgrund unseres vereinfachten Berechnungs-
modell macht es wenig Sinn zwischen den Laufzeiten 10 - n
und 10000 - n zu unterscheiden (da die tatsiachlichen Kosten
verschiedener elementarer Operationen sich um teils grosse
konstante Faktoren unterscheiden)

sEVally ignorieren wir konstante Faktoren (unabhingig von Eingabegrosse)

f(n)<O(g(n)) falls es eine Konstante C' > 0
(unabhéngig von 1Y) gibt, so dass f(n)<C - g(n) fur alle n>1 gilt

10000 - n<O(n), 1000000 - n + n*<0O(n?),
n® « O(10000 - n), n*<O(n?)
e Gale—Shapley Algorithmus hat Laufzeit <O (n*) fiir
Eingaben mit 7 Frauen und Manner

e naiver Algorithmus zur Farbung mit k£ Farben hat Laufzeit
<O(E"™ - (n + m)) fur Graphen mit  Knoten und m Kanten



Asymptotische Notation—Ubung

«f(n)<O(g(n))» steht fiir folgende Aussage tiber zwei
Funktionen f und g:

AC' > 0. Vn>1. f(n)<C - g(n)

f kleiner gleich g bis auf konstanten Faktor
Gilt 100 - n + n?*<0(n?)?
\ 2 £ oL g |lt'

3 AuSsq'f jC)O_th); |00 -1+ W \C n 3
Teweis: Wakle C=10) 1 Qawn 35'/—':
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Gilt n><O(1000 - n)? /1/,0\,. Aussage’ 3 (>0 Y=\, w < (- 1000y
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Representationen von Graphen (im Computerspeicher)
gerichteter Graph G = (V, E)mit V = {vy,...,v,}

Definition: die Adjazenzmatrix von (- ist eine Tabelle A mit
n Zeilen und 7 Spalten, so dass fiir den Eintrag 4;; in Zeile ¢
und Spalte j gilt

Laufzeit O(1) um zu
testen ob (G bestimmte
Kante (v;, v;) enthalt
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Nachfolger eines Knoten 1] o \/,1 vy

v; aufzuzahlen . 7 dj




Representationen von Graphen (im Computerspeicher)
gerichteter Graph G = (V, E)mit V = {vy,...,v,}

Definition: die Adjazenzliste von (5 ist eine Tabelle A mit n
Eintragen, so dass Eintrag A, eine Liste aller Nachfolger
von v; enthalt

Laufzeit V2 2 4 ©

O(deg™ (v;) + 1) umzu Waw. A

testen ob (& bestimmte é‘.‘.‘l Y L
Kante (v;, v;) enthalt 2 5] 2] l«l -
Laufzeit }g' 7: - ( §
O(deg" (v;) + 1) um =/ & 3
alle Nachfolger eines leeve V.

Knoten v; aufzuzahlen Liste "k_v Y



