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Plan fiir heute

Dynamische Programmierung (DP)

(Bezeichnung hat lediglich historische Griinde)
|[Richard Bellman 1953]

- allgemeine Methode

- weitere Beispiele:
® Matrixkettenmultiplikation (fortgesetzt von letztem Mal)
e Teilsummenproblem (Englisch: SUBSET suM)
® Rucksackproblem (Englisch: KNAPSACK)
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DP: allgemeine Methode

1. Zerlegung in Teilprobleme und Aufstellung einer Rekurrenz
zwischen (optimalen) Losungen dieser Teilprobleme

2. Effiziente Berechnung dieser Rekurrenz in einer Tabelle
(initialisiere “einfache” Eintrdage und bestimme geeignete
Reihenfolge aller anderen Eintréage)
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DP: allgemeine Methode

1. Zerlegung in Teilprobleme und Aufstellung einer Rekurrenz
zwischen (optimalen) Losungen dieser Teilprobleme

2. Effiziente Berechnung dieser Rekurrenz in einer Tabelle
(initialisiere "einfache” Eintrage und bestimme geeignete
Reihenfolge aller anderen Eintréage)
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Matrixkettenmultiplikation
gegeben: Matrizen A,,..., A,
gesucht: Produkt A, --- A,

Matrixmultiplikation zwar nicht kommutativ, aber assoziativ

je nach Klammerung haben wir unterschiedliche Kosten

by --+ bl | - | ¢ | braucht ©(k?) Schritte

[bl X bk} - braucht © (k) Schritte

gesucht: Klammerung mit minimalen Kosten
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Einsicht: optimale Klammerung von A - - - A,, besteht aus
einer Multiplikationvon A --- A, mit A, | -- - A,, und den
optimalen Klammerungenvon A; --- A;und 4,1 --- A,
Zerlegung in Teilprobleme:
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gegeben: Matrizen A,,..., A,

gesucht: Klammerung mit minimalen Kosten

T'(p, q) := minimale Kosten einer Klammerungvon 4, - - - 4, (ps fo

T(p7 Q) — minp<i<q {T(p7 7’) -+ T(Z T ]-7 Q) - Cp,i,q}'
wobei C),; , = Kostender Mult.von A, - - - A;mit 4;,; --- 4,

Algorithmus: initialisiere 7'(p, p) = 0 fiir alle p; dann
verwende Rekurrenz zur Berechnung alle Eintrage der Form
T'(p,p + 1); danach alle Eintrage der Form 7'(p, p + 2); usw.
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gegeben: Matrizen A,,..., A,

gesucht: Klammerung mit minimalen Kosten

T'(p, q) := minimale Kosten einer Klammerungvon 4, - - - 4, (ps @

T(p7 Q) — minp<i<q {T(p7 7’) -+ T(Z T ]-7 Q) -+ Cp,i,q}'
wobei C),; , = Kostender Mult.von A, - - - A;mit 4;,; --- 4,

Algorithmus: initialisiere 7'(p, p) = 0 fiir alle p; dann
verwende Rekurrenz zur Berechnung alle Eintrage der Form
T'(p,p + 1); danach alle Eintrage der Form 7'(p, p + 2); usw.

Laufzeit: O(n) Schritte pro Eintrag =

der Tabelle; O(n”) Tabelleneintrige = ; /3i 1
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MY HOBBY:
EMBEDDING NP-(OMPLETE PROBLEMS IN RESTAURANT ORDERS

CHOTCHKIES RESTAURAWT |

source: https://xkcd.com/287/

WED LIKE EXACTLY §15. 05
WORTH OF APPETIZERS, PLEASE..

l . EXACTLY? UMK

HERE, THESE PAPERS ON THE KNAPSACK
PROBLEM MIGHT HELP YOU OUT.

LISTEN, I HAVE Six OTHER
TABLES TO GET TO -

—AS FAST AS POSSIBLE, (F COURSE. WANT
SOMETHING ON TRAVELING SALESNAN? /

e
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gegeben: natiirliche Zahlen a,...,a, und b
gesucht: eine Teilmenge S C |n|sodass ) . ca; = b

Beispiel: ist 9 eine Teilsummevon 1, 1,4, 5, 7? da/ 5_§ |z, 53

naiver Algorithmus: alle 2" Teilmengen durchprobieren;
exponentielle Laufzeit @
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gegeben: natiurliche Zahlen und

gesucht: eine Teilmenge so dass

Einsicht: falls Losung existiert, dann muss 0 oder eine
Teilsumme von sein

T'(k,s) := "sist Teilsummevonay, ..., a;"?
T(k,s)=T(k—-1,s)VT(k—1,s— az)

Berechnung: betrachte s € {0, ..., b}; initialisiere 7'(0, s);

verwende Rekurrenz um Eintrage der Form 7'(1, s) zu
berechnen; danach Eintrage der Form 7'(2, s); usw.
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gegeben: natiurliche Zahlen und
gesucht: eine Teilmenge so dass

Einsicht: falls Losung existiert, dann muss 0 oder eine
Teilsumme von sein

T'(k,s) := "sist Teilsummevonay, ..., a;"?
T(k,s)=T(k—1,s)VT(k—1,8 — ag)

Berechnung: betrachte s € {0, ..., b}; initialisiere 7'(0, s);
verwende Rekurrenz um Eintrage der Form 7'(1, s) zu
berechnen; danach Eintrage der Form 7'(2, s); usw.

Laufzeit:
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gegeben: natiurliche Zahlen und
gesucht: eine Teilmenge so dass

Einsicht: falls Losung existiert, dann muss 0 oder eine
Teilsumme von sein

T'(k,s) := "sist Teilsummevonay, ..., a;"?

T(k,s)=T(k—-1,s)VT(k—1,s— az)

Pseudocode: (mit nur O(b) Speicher)

o T'ls| <~ Oftralles € {1,...,b}und 70| < 1
o firk = 1...n:
ofars —=0>0...0:
m fallss > apund7'|s —ai| = 1,dannT'|s| < 1
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unser Effizienzbegriff: Laufzeit soll polynomiell im Verhaltnis
zur Eingabegrosse sein

was ist die Eingabegrosse beim Teilsummenproblem?

wir kénnen a1, . . ., a,, < b annehmen; dann ist die
Eingabegrosse zwischen ()(n + log b) und O(n - log b)

(wenn wir Zahlen verniinftig codieren, z.B. im Bindrsystem)

z.B. fiir b = 2" ist die Laufzeit O(b - ) des Teilsummen-
algorithmus exponentiell in der Eingabegrosse! geht es besser?

wahrschneinlich nicht—ein polynomieller Algorithmus wiirde
der P # N P Vermutung widersprechen

Zusatz: Laufzeit O (b - n) wird pseudo-polynomiell genannt, da
sie polynomiell in 7 ist, wenn alle Zahlen a4, .. ., a,, b der
Eingabe polynomiell in 7 sind
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grosstmoglichem Nutzwert ) .. v;
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gegeben: n Gegenstande mit Gewichten w, ..., w, € N und
Nutzwerten vy, ..., v, € N, Gewichtsschranke W/

gesucht: Teilmenge S mit Gewicht » . . w; < I/ und
grosstmoglichem Nutzwert ) .. v;

GREEDY Algorithmus:
sortiere Gegenstande absteigend nach “Profitabilitdt” v; /w;;
wahle in dieser Reihenfolge solange Gewichtsschranke erfiillt

schlechter Fall fiir GREEDY: Gegenstande (v, wy) = (1, 1)
und (vy, wy) = (W — 1, W) ~ GREEDY liefert 5 = {1 }!
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gegeben: n Gegenstande mit Gewichten w, ..., w, € N und
Nutzwerten vy, ..., v, € N, Gewichtsschranke W/

gesucht: Teilmenge S mit Gewicht » . . w; < I/ und
grosstmoglichem Nutzwert ) .. v;

Einsicht: opt. Losung besteht aus opt. Losung fiir die ersten
n — 1 Gegenstande mit Gewichtsschranke |/ oder V' — w,,

Zerlegung in Teilprobleme: 7'(7, w) := maximaler Nutzwert
von S C {1,...,7} mit Gewichtsschranke w

Rekurrenz zwischen Teilproblemen:

T, w)=max{T (i — 1l,w),v; + T(i — 1,w — w;)}



gegeben: 1 Gegenstande mit Gewichten und
Nutzwerten , Gewichtsschranke

gesucht: Teilmenge 5 mit Gewicht und
grosstmoglichem Nutzwert

T'(7,w) := maximaler Nutzwert von S C {1,...,7} mit
Gewichtsschranke w
T(t,w) =max{T(i — l,w),v; + T(i — 1,w — w;)}

Berechnung: betrachte: € {1,... ., njundw € {0,..., W}

berechne Tabelle gemdss Rekurrenz ahnlich wie beim
Teilsummenproblem




gegeben: 1 Gegenstande mit Gewichten und
Nutzwerten , Gewichtsschranke

gesucht: Teilmenge 5 mit Gewicht und
grosstmoglichem Nutzwert

T'(¢2,w) := maximaler Nutzwert von S C {1, ..., 7} mit
Gewichtsschranke w

T(i,w) =max{T(i — l,w),v; + Tt —1,w — w;)}

Berechnung: betrachtei € {1,...,n}jundw € {0,..., W}

berechne Tabelle gemdss Rekurrenz ahnlich wie beim

Teilsummenproblem ey
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gegeben: 11 Gegenstande mit Gewichten und
Nutzwerten , Gewichtsschranke

gesucht: Teilmenge 5 mit Gewicht und
grosstmoglichem Nutzwert

Laufzeit: O(1) pro Eintrag; O(n - W) Eintrage
~ Laufzeit O(n - W) (pseudo-polynomiell)

Alternative Laufzeit: Variante dieses Algorithmus hat
Laufzeit O(n - (v; + - - - + v,,)) (auch pseudo-polynomiell)

was konnen wir in echt-polynomieller Zeit erreichen?

nachstes Thema: beliebig gute Approximation zur optimalen
Losung in echt-polynomieller Zeit—mithilfe des (zweiten)
pseudo-polynomiellen Algorithmus
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Approximationsschema fiir Rucksackproblem

gegeben: w,...,w, € N,v,...,v, € N, /W € N
maximiere: ) .. v; unter Bedingung ) . w; < W

Idee: wahle geeignetes /< < [N und finde optimale Losung fir
gerundete Nutzwerte v, = |v; /K | (mittels dynamischer Prog.)

seilV/ = vy + -+ v,; wirnehmenan V.. w; < W
Laufzeit: O(n - V /K)
was ist die Approximationsgiite?

betrachte optimale Lésungen S und S’ fir {v; } und {v. }
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gerundete Nutzwerte v, = |v; /K | (mittels dynamischer Prog.)

seilV/ = vy +---+ v,; wir nehmen an Vi./ fu/JZ <W
Laufzeit: O(n -V /K) = O(p v\l/g ) 0 —
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Behauptung: > . v, > > . v —n-K

unter Annahme der Behauptung: fiir A’ =¢- 1/ n?, gilt
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V
daja ) . o v; = V /ngilt (da der wertigste Gegenstand eine
zuldssige Losung ist) Lav klenes g>0,
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Idee: wahle geeignetes /£ < [\ und finde optimale Losung fiir
gerundete Nutzwerte v, = |v; /K | (mittels dynamischer Prog.)

betrachte optimale Lésungen S und S’ fir {v; } und {v. }

Behauptung: > . v, > > v —n-K

Beweis der Behauptung: da S’ optimal fiir {v! }, gilt

18’

zudem gilt v; > K - v) > v; — K; daher:
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