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Plan fiir heute

allgemeines Thema: Graphen durchlaufen
zwei Ansiatze: Tiefensuche und Breitensuche
wichtige Bausteine um Graphenprobleme zu I6sen
Beispiele: (heute)

® topologische Sortierung (Tiefensuche)
® Liirzeste Wege (Breitensuche)



Ubersicht: Vorlesung bis heute
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mogliche Strategie:

® markiere besuchte Stellen mit Kreide
e verwende Wollknduel, um zu Verzweigungen zuruck-
zufinden, die noch nicht vollstandig erkundet sind

SIERCiET sl ayeellEiask gegeben ein Graph (z.B. als Adjazenzliste)
und ein Startknoten v, welche Knoten sind von v erreichbar?



Irrgdrten erkunden

mogliche Strateqgie:

e markiere besuchte Stellen mit Kreide
e verwende Wollknduel, um zu Verzweigungen zurick-
zufinden, die noch nicht vollstindig erkundet sind

SIERCiEllalayelellEiask gegeben ein Graph (z.B. als Adjazenzliste)
und ein Startknoten v, welche Knoten sind von v erreichbar?

statt Kreide und Wollknduel verwenden wir Datenstrukturen



Irrgdrten erkunden

mogliche Strateqgie:

e markiere besuchte Stellen mit Kreide
e verwende Wollknduel, um zu Verzweigungen zurick-
zufinden, die noch nicht vollstindig erkundet sind

Tabelle (en: array)

der Léinge 7 (Anzahl Knoten) A | (7)] Cl D ' E{ T} 6{)’17'
Operationen: (1) einen Knoten S ERE A
markieren, (2) testen ob ein M}k ked (A) 2 wmark ( O)
Knoten markiert ist ‘ top
Laufzeiten: jeweils O (1) W N e

pUs \// yop
Sl Il:es EREIR Stapel (en: stack) /\( /_\v
Operationen: (1) einen Knoten oben auf ?
Stapel legen, (2) auf obersten Knoten A
zugreifen, (3) obersten Knoten entfernen o]

Laufzeiten: jeweils O(1)



Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1. 5 < Stapel mit Knoten v
2.while S nichtleer do
1.w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(.S)
3. 1 w noch nicht besucht then markiere w als besucht
und push(S, {u € NJ(w) | u noch nicht besucht})




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: O

besuchte Knoten:
A B C D E F G H

Stapel:




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 1

besuchte Knoten:
X B CDETFEGH

Stapel:




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 2

besuchte Knoten:




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 3

besuchte Knoten:

X B CcDETFGH

Stapel:




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 4

besuchte Knoten:

X B c D E K G H

Stapel:
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Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 5

besuchte Knoten:

X B c D E K & H

Stapel:
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Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 6

besuchte Knoten:

X5 copExan

Stapel:




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 7

besuchte Knoten:

X5 copExan

Stapel:
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Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 8

besuchte Knoten:

X B C D E XK & K

Stapel:
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Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 9

besuchte Knoten:

XK Ecp EKgHK

Stapel:
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Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 10

besuchte Knoten:

K B cp EKGH

Stapel:

( E ruwm ernton Ut
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Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 11

besuchte Knoten:

XK Ecp EKgHK

Stapel:

( G 2 um MJL‘A 'L{"(
O vera Q{Q\C(L W‘/][\cr«v\{ )




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

Iteration: 12

besuchte Knoten:

X B & D EKGH

&9
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Tiefensuche: Beispiel

Startknoten: A

Iteration: 13

besuchte Knoten:

X B & B E K & K

Stapel:
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Tiefensuche: Beispiel

Startknoten: A

Iteration: 14

besuchte Knoten:

X B B B OE K & K

Stapel:
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Tiefensuche: Beispiel

Startknoten: A

Iteration: 15

besuchte Knoten:

X B B B OE K & K

Stapel:

)
A




Tiefensuche: Beispiel

Startknoten: A

Iteration: 16

besuchte Knoten:

X B B B OE K & K

Stapel:

—Ix




Tiefensuche: Beispiel
Startknoten: A

besuchte Knoten:

X B & B E K & K

Stapel: G5
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Graph G = (V, F/) und Knotenv € V

Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1. 5 < Stapel mit Knoten v
2. while S nichtleer do

1. w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(S)

3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht
und push(S, {u € N; (w) | u noch nicht besucht})

wir verwenden “pseudocode” fur kiirzere Beschreibung




Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1.5 < Stapel mit Knoten v
2.while S nichtleer do
1.w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(.S)
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht
und push(S, {u € N (w) | u noch nicht besucht})

falls zu Beginn keine Knoten als besucht
markiert sind, dann besucht Tiefensuche(G, v) genau die
Knoten, die von v erreichbar sind

da wir mit v beginnen und dann nur Kanten
entlang gehen, ist jeder besuchte Knoten von v erreichbar

es bleibt zu zeigen, dass jeder erreichbare 1. & V' besucht wird



Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1.5 < Stapel mit Knoten v
2.while S nichtleer do
1.w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(.S)
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht
und push(S, {u € N (w) | u noch nicht besucht})

falls zu Beginn keine Knoten als besucht
markiert sind, dann besucht Tiefensuche(G, v) genau die

Knoten, die von v erreichbar sind

Beweisidee:

es bleibt zu zeigen, dass jeder erreichbare . € V' besucht wird
betrachte Weg wy, ..., wy vonwy = v nachw;, = u
wy = v wird in der ersten Iteration besucht

falls w; besucht wird, werden auch alle Nachfolger von w; besucht,
insbesondere w; .| (Wenn 0 < 7 < /)

per Induktion (iiber 7): alle Knoten wy, . . . , w; werden besucht



Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1.5 < Stapel mit Knoten v
2.while S nichtleer do
1.w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(.S)
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht
und push(S, {u € N (w) | u noch nicht besucht})

falls schon eine Knotenmenge X C |/ als besucht
markiert ist, dann besucht Tiefensuche(G, v) genau die
Knoten, die noch von v erreichbar sind mittels Wegen, die X

vermeiden
Zusammenhangskomponenten (G ungerichtet)

fihre Tiefensuche solange fiir noch unbesuchte Knoten aus
bis alle Knoten besucht sind

jede Tiefensuche besucht dabei genau eine Z.-komponente



Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1. .S < Stapel mit Knoten v
2.while S nicht leer do

1.w < top(S)

2. if w schon besucht then pop(.S) A

3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht w
und push(S, {u € N (w) | u noch nicht besucht}) Vs

Zusammenhangskomponenten (G ungerichtet)

fihre Tiefensuche solange fiir noch unbesuchte Knoten aus
bis alle Knoten besucht sind

jede Tiefensuche besucht dabei genau eine Z.-komponente

Tiefensuche(G):

1. markiere alle Knoten v € V/ als nicht besucht
2. forv € V do
1. if v noch nicht besucht then Tiefensuche(G, v)




Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1. S < Stapel mit Knoten v
2.while S nicht leer do
1.w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(.S)
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht
und push(S, {u € N (w) | v noch nicht besucht})

< O(Npush ‘|’ Npop ‘|_ NtOp ‘l_ Nmarkier)

(wenn Graph als Adjazenzliste gegeben ist)

N2 = Anzahl von bla Operationen (fiir Operationen

z&hlen wir die , die wir auf den Stapel legen)

esgilt Vo, = 1 + Nyush und Niopy, = Npop + Niarkier

Npush + Npop + Niop + Nmarkier < O(Nmarkier + Npush)
sei /' = besuchte Knoten wihrend Tiefensuche(G, v)

dann gilt V.. ke W und N deg
~ Lagfze1t < ’ | > o EWP (sz):f’ fir Tlel%nsuche G,v)




Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1. S < Stapel mit Knoten v
2.while S nichtleer do
1.w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(.S)
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht

und push(S, {u € N (w) | v noch nicht besucht})

~ Laufzeit < O (|W | + > degg(w)) fiar Tiefensuche(G, v)

Theorem: Tiefensuche(G) hat Laufzeit < O(|V | + |E|)

jeder Knoten wird nur einmal besucht; >, deg.(w) = |E|
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Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1. .S < Stapel mit Knoten v
2.while S nichtleer do
1.w < top(S)
2. if w schon besucht then pop(.S)
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht
und push(S, {u € N (w) | u noch nicht besucht})

BTSN g n=talehatll zu jedem Knoten v & |/ kénnen wir ein
Intervall /, C {1,...,2n} zuordnen (wobei )

Intervall /, = {pre,, ..., post,} wobei pre, = Iteration, in
der v als besucht markiert wird und post,, — Iteration, in der
v zum ersten Mal vom Stapel entfernt wird

Lemma: Vu,v € V. [, und [, sind disjunkt oder ein Interval
ist im anderen komplett enthalten




94«?4 i halte:

Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

1. .S < Stapel mit Knoten v

- . k(mu'_? E Q
2.while S nichtleer do g 5 E m

1.w < top(S) n
2. 1f w schon besucht then pop(.9) . :
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht _D-—— : . )
+ .
und push(S, {u € N/ (w) | v noch nicht besucht}) M PRy Fo’yv Pogz“
Intervall /, = {pre,, ..., post, } wobei pre, = Iteration, in

der v als besucht markiert wird und post,, — Iteration, in der
v zum ersten Mal vom Stapel entfernt wird

Lemma: Vu,v € V. [, und /, sind disjunkt oder ein Interval
ist im anderen komplett enthalten

falls pre, < pre, < post,, befindet sich v tber u
im Stapel wenn v besucht wird, so dass post, < post,,

1878 einer Kante (u, v) € E: vorwdrts falls I, O I, riickwiirts
falls I, C I,,querfalls I, N I, = ()



S4 «fb@ im halfe:
1..S < Stapel mit Knoten v Kew w! ? E @
208 8

Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search)

2. while S nicht leer do

1.w < top(S) g
2. 1f w schon besucht then pop(.9) . :
3. 1T w noch nicht besucht then markiere w als besucht _D———— : . )
d push(S, {u € N h nicht besucht
und push (S, {u o (w) | w noch nicht besucht}) TN L fo’yv f’OS‘Z“
Intervall /, = {pre,, ..., post, } wobei pre, = Iteration, in

der v als besucht markiert wird und post,, — Iteration, in der
v zum ersten Mal vom Stapel entfernt wird

Lemma: Vu,v € V. [, und /, sind disjunkt oder ein Interval
ist im anderen komplett enthalten

I8 einer Kante (v, v) € E:vorwirts falls I, O I, riickwirts
falls I,, C I, querfalls I,, N I, = ()

Lemma: fiir jede Querkante (u, v) € F liegt I, vor I,

diese Intervalle bilden einen Wald, genannt Tiefensuchwald



Tiefensuche(G, v): (en. depth-first search) *$

1.5 < Stapel mit Knoten v . .
2.while S nicht leer do \ Kantfe boflotest
1.w ¢ top(S) j 2y klus wt
2. if w schon besucht then pop(.S) \
3. 1 w noch nicht besucht then markiere w als besucht . —-), qu““' k aute “
und push(S, {u € N (w) | v noch nicht besucht}) L/ \ L ke,a‘lac %fa/@.
\V%
L

topologische Sortierung durch Tiefensuche *

fiir einen azyklischen Graph kann es keine
Riuckwartskante bei der Tiefensuche geben

S or‘/'}.eml,‘}

Theorem: wir erhalten eine topologische Sortierung, wenn
wir die Knoten nach den Zahlen post, absteigend sortieren
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Kiirzeste Wege

nicht nur irgendeinen Weg von u nach v

einen kiirzesten Weg
Routenplanung (z.B. Google Maps) und mehr

Lange eines Wegs = Anzahl der Kanten

Distanz d(u, v) = Lange des kiirzesten Wegs von v nach v
(d(u, v) 0 falls kein solcher Weg existiert; d/( ., u 0)

Kanten konnen unterschiedliche Langen haben



Kiirzeste Wege

Lange eines Wegs = Anzahl der Kanten

Distanz d(u, v) = Lange des kiirzesten Wegs von u nach v

( falls kein solcher Weg existiert; )

Kanten konnen unterschiedliche Langen haben
Beobachtungen: R AR IEGEe oF — kuraester Wh
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danngilt d(u,v) < n — 1 N
Tiefensuche findet Pfad aber nicht aNEIC( ensuche K
unbedingt den kiirzesten iese Weq
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Datenstrukturen fiir Graphtraversierung

um kiirzeste Wege zu finden miissen wir nur den Stapel bei
der Tiefensuche mit einer anderen Datenstruktur ersetzen

(en. stack) "LIFO = last in, first out”
push: Objekt oben auf den Stapel legen
pop: oberstes Element vom Stapel entfernen

(en. queue) "FIFO = first in, first out”
enqueue: Objekt am Ende der Schlange hinzufiigen

dequeue: Element am Anfang der Schlange entfernen
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Breitensuche(G, s) : (en. breadth-first search)

1.
2. () < Schlange mit Knoten s
3.while () nichtleer do
1. u < dequeue(Q)
2. for (u,v) € Edo
it v nicht markiert then
markiere v und enqueue(Q), v)




Breitensuche(G, s) : (en. breadth-first search) o A [A] d‘ls{“?& 0
; () < Schlange mit Knoten s /
e i /C~ 6 [l distas |
= (Z’; iiihfni:rkiert then 4 //\\/
; markiere v und enqueue(Q, v) f a F;\__) « D @E 0{1‘3‘{_, 2
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Breitensuche(G, s) : (en. breadth-first search) PN LE d"s\[qz’i 0
1. dist[u] < cofiiralleu € V' \ {s} und dist[s] < 0
2. () < Schlange mit Knoten s C / g
3.while Q nicht leer do 9 — e | & Sc,f '

1.u < dequeue(Q) > d‘5+q b l

2. for (u,v) e[ ]Edo . ‘//\\/

if dist|v| = oo then
dist[v] <= dist[u] + 1 und enqueue(Q, v) ta M\‘? @E 0{1‘3‘{.. 2

o HEDDYEERRE ¢ ¢ & B8 ws



Breitensuche(G, s) : (en. breadth-first search) /‘ AN | A d‘IS{QZ,% )

1. dist[u] « oo firalleu € V' \ {s} und dist[s] < 0

2. () < Schlange mit Knoten s
: Co5eB (] distany |

3.while () nicht leer do
1. u < dequeue(Q)

2. for (u,v) € Edo /\
if dist[v] = oo then \,D jEj 0{(8{ 2

dist[v] < dist[u] + 1 und enqueue(Q, v)

\
o RENXNKEXXK & 41 WA w3

Firallet € N U {0}, gibt es einen Moment, so
dass die folgenden Aussagen gelten

1. fiir alle Knoten v € V mitd(s,v) < tgiltdist|v| = d(s,v)
2. fir alle anderen Knoten v € V gilt dist|v]| = oo
3. die Schlange enthilt genau die Knoten mit d(s,v) = ¢




Breitensuche(G, s) : (en. breadth-first search) /‘ AN | A d"S{C‘Z}% )

1. dist[u] « oo firalleu € V' \ {s} und dist[s] < 0

2. () < Schlange mit Knoten s
: Co5eB (] distany |

3.while () nicht leer do
1. u < dequeue(Q)

2. for (u,v) € Edo /\
if dist[v] = oo then \'D jEj 0{(8{ 2

dist[v] < dist[u] + 1 und enqueue(Q, v)

\
o RENXNKEXXK & 41 WA w3

Firallet € N U {0}, gibt es einen Moment, so
dass die folgenden Aussagen gelten

1. fiir alle Knoten v € V mitd(s,v) < t gilt dist|v]| = d(s,v)
2. fir alle anderen Knoten v € V gilt dist|v]| = oo
3. die Schlange enthilt genau die Knoten mit d(s,v) = ¢

per Induktion tiber ¢




Ende






