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 Idee des Algorithmus von Dijkstra

Grundlegende Idee

Besuche in jedem Schritt den Knoten, der den kürzesten Abstand 

von den schon besuchten Knoten hat.

Die Abstände zu s werden in jedem Knoten gespeichert.

Datenstrukturen

      W                 (Menge der Knoten v für die kürzester s-v-Pfad bekannt)

      ρ-v]               (aktuell bekannte Länge eines kürzesten Pfades)    

      pred-v]          (Pointer zu einem Vorgänger)



Algorithmus von Dijkstra



Algorithmus von Dijkstra

Satz

Für nicht-negative Gewichtsfunktionen berechnet der Algorithmus 

von Dijkstra zu einem Startknoten s für alle Knoten v  V einen 

kürzesten Pfad von s zu v. Die Laufzeit des Algorithmus ist O(n2).

Ausblick

Verwendung von Fibonacci Heaps Laufzeit O(n log n + m) möglich.



Single-Source vs. All-Pairs Shortest Path

Gegeben 

Netzwerk N = (V, E, w)

w nicht-negativ

Single-Source Shortest Path Problem

Berechne alle kürzesten Pfade ab einem Startknoten s

Algorithmus von Dijkstra

Laufzeit: O(n2)    - bzw.  O(n log n + m)  … später!]

All-Pairs Shortest Path Problem

Bereche die kürzesten Pfade zwischen allen Knotenpaaren

Algorithmus von Floyd-Warshall

Laufzeit: O(n3) 



 Idee des Algorithmus von Floyd-Warshall

Knotenmenge V = {1, 2, …, n}

P sei beliebiger Pfad zwischen den Knoten i und j

Endknoten           Innere Knoten 

Invariante

Berechne eine Folge Fk von Matrizen für k = 0,1, 2, …, n

Fk-i, j] speichert die Länge eines kürzesten Pfades zwischen i und j 

der nur innere Knoten aus der Menge {1, 2, …, k} hat.

i j

P



Algorithmus von Floyd-Warshall



Graphen mit negativen Kantengewichten

Was passiert wenn Kantengewichte auch negativ sind?

D.h.: Gewichtsfunktion. w : E → Z       (statt w : E → N ) 

Wenn es eine negative Kante gibt, so ist die Länge eines 

kürzesten Weges  -∞. 

   -Begr.:  Durchlaufe negative Kante „unendlich oft“ hin und 

zurück … ]

Das Problem einen kürzesten Pfad zu finden ist „schwierig“.

   -vgl. Kapitel 5 der Vorlesung]



Gerichtete Graphen

Gegeben

Gerichteter Graph: D = (V, A)

Kanten haben Richtungen: 

Allgemeine Gewichtsfunktion. w : A → Z

Problem 

Wenn der Graph einen negativen gerichteten Kreis enthält, kann 
dieser beliebig oft durchlaufen werden. 

Ziel

Entscheide, ob es einen negativen gerichteten Kreis gibt; 

     falls nicht: bestimme alle kürzesten gerichteten Pfade.

     Beachte:  Wenn es keinen negativen gerichteten Kreis gibt, so 
enthält ein kürzester gerichteter Weg immer einen kürzesten 
gerichteter Pfad! 
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Kürzester Pfad vs. kürzester Weg

Betrachte Algorithmus von Floyd-Warshall:

      Funktioniert auch für gerichtete Graphen (nach leichter 

Abänderung      

      der Initialisierung):

• In Fk-i, j] ist  nur die Länge eines kürzesten Pfades gespeichert, 

nicht aber welche Knoten dieser Pfad enthält.

• Bei der Rekursion 

Fk-i, j] = min { Fk-1-i,j],  Fk-1-i,k] + Fk-1-k,j] }

kann daher nicht a priori sicher gestellt werden, dass Knoten nicht 

doppelt vorkommen.

ABER:   kein gerichteter Kreis => können Weg zu Pfad abkürzen



 Modifizierter Floyd-Warshall



Korrektheit

Satz:

Für gerichtete Netzwerke N = (V, A, w) mit beliebiger 

Gewichtsfunktion w gilt: der modifizierte Floyd-Warshall Algorithmus 

berechnet in Zeit O(n3) Werte Fn-i, j] mit:

– Enthält N einen negativen gerichteten Kreis, so gilt Fn-i, i] < 0 für 

mindestens ein i.

– Ansonsten bezeichnet Fn-i, j] die Länge eines kürzesten i-j-Pfades.

Beweisidee:

     (1) kein negativer Kreis: Zeige durch Induktion über k:

           Fk-i,j]  =  Länge eines kürzesten Pfades von i nach j, dessen  

                         innere Knoten alle in der Menge {1,…,k} enthalten sind 

     (2) es gibt negativer Kreis: Betrachte negativen Kreis mit 

           grösstem Knoten u …



Minimale Spannbäume

Kapitel 2.5:



Minimaler Spannbaum



Problemstellung

Gegeben

     Graph G = (V, E), Gewichtsfunktion  w  : E → R

Spannbaum

T = (V,ET) Baum mit ET  E

Gewicht eines Spannbaums

Summe der Kantengewichte des Baumes:  w(T) := ΣeET
  w(e)

Minimaler Spannbaum

T = (V,ET) mit ET  E mit    w(T) = min {  w(T‘) : T‘ Spannbaum}

              

Gesucht

Minimaler Spannbaum



Beispiel: Algorithmus von Prim
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Beweisidee:     

Zeige, dass vor und nach jeder Iteration der while-Schleife gilt:

   - es gibt einen minimalen Spannbaum T mit F  T

   - für alle v ε V\W gilt: ρ-v] = min{ 𝓁(v,w) : w ε W} und ρ-v] = 𝓁(v,pred-v]) 

Beweisidee:     

Zeige, dass vor und nach jeder Iteration der while-Schleife gilt:

   - es gibt einen minimalen Spannbaum T mit F  T

   - für alle v ε V\W gilt: ρ-v] = min{ 𝓁(v,w) : w ε W} und ρ-v] = 𝓁(v,pred-v]) 

Algorithmus von Dijkstra
Prim

Prim

minimaler Spannbaum 

Wähle s V beliebig

WV

F := F + {x0, pred[x0]};

F := ;



Beispiel: Algorithmus von Kruskal
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Algorithmus von Kruskal



Algorithmus von Kruskal

Satz

Der Algorithmus von Kruskal berechnet für alle Gewichtsfunktionen 

einen minimalen Spannbaum und benötigt höchstens O(nm) 

Schritte.

Korrektheit:   später …

Laufzeit:

Initialisierung:

          Sortieren vom m=|E| Zahlen:  O(m log(m)) = O(m log(n))

     Schleife:

          - wird maximal m oft durchlaufen

          - pro Durchlauf ein Test auf Kreisfreiheit … O(n)

Verbesserte Implementierung:  O(m log n)  … später!



Algorithmische Grundprinzipien

Kapitel 3:

Kapitel 3.1:

Divide & Conquer Algorithmen



MergeSort - Beispiel

14  21  7  18  2  32 15  24

  7  14  18  21   2  15  24  32 

  2    7  14  15 18  21  24  32 
Divide

Conquer



75 732544

 QuickSort - Beispiel

2 3 19 1 719 1

Wähle erstes Element und teile übrige

Elemente in „kleiner“ und „grösser“ auf

  

2 3 1 57 19

Zahlen kleiner als 4 Zahlen grösser als 4

Divide

44

Conquer

-------



Algorithmus von Strassen 

A und B sind 2kx2k Matrizen:

      Zurückführung auf 7 Multiplikationen von 2k-1x2k-1 Matrizen

Rekursive Anwendung.

      Berechne C   (17 Additionen von 2k-1x2k-1 Matrizen)

BAC  
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Kap. 3:   Algorithmische Grundprinzipien

3.1 Divide & Conquer Verfahren

             MergeSort

             QuickSort

             Binäre Suche

             Alg. von Strassen

Cn = Cn/2 + Cn/2 + n-1

Bn = Bn/2 + 1

Tn = 7 Tn/2 + 15 n2



Das Master-Theorem

erlaubt Gaussklammern

MergeSort:    Cn = Cn/2 + Cn/2 + n-1

                      also  α=2,  β=2,  f(n) = n-1           2. Zeile

Strassen:    Tn = 7 Tn/2 + 15 n2

                          also  α=7,  β=2,  f(n) = 15n2         1. Zeile

Binäre Suche:    Bn = Bn/2 + 1

                          also  α=1,  β=2,  f(n) = 1           2. Zeile



Algorithmische Grundprinzipien

Kapitel 3:

Kapitel 3.2:

Dynamische Programmierung


