Algorithmen und Komplexitat
Musterlosung Klausur Winter 2018

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen treffen zu, und welche nicht? Fiir jede richtige Antwort erhalten
Sie 1 Punkt (keine Minuspunkte). Hier miissen Sie die Antworten nicht begriinden.

(a) 22" = O(3").
wahr [J falsch X

(b) Gegeben eine Netzwerk N = (V,E, /). Angenommen e ist die einzige Kante mit minima-
lem Kantengewicht in E, das heisst £(e) < £(¢') fiir alle Kanten ¢/ # e. Dann ist ¢ in jedem
minimalen Spannbaum enthalten.

wahr X falsch [
(c) Ein (3,5)-Baum mit #n Schliisseln hat Hohe O(logn).
wahr X falsch []

(d) Wird bei einem (4, b)-Baum eine DELETE-Operation ausgefiihrt, so ist immer eine Rebalan-
cierung notwendig.

wahr [] falsch X

(e) Fibonacci-Heaps eignen sich gut, um die asymptotische Laufzeit des Algorithmus von Prim
auf O(|V|log |V| + |E|) zu reduzieren.

wahr X falsch []

(f) Union-Find Strukturen eignen sich gut, um die assymptotische Laufzeit des Algorithmus von
Dijkstra auf O(|V|log|V| + |E|) zu reduzieren.

wahr [] falsch X

(g) Ein Fibonacci-Heap mit n Schliisseln hat maximal Hohe O(logn).
wahr [] falsch X

(h) Die Boolesche Formel F = (x1 V x2) A (X1 V x3) A (%2 V X3) A (32 V x3) A (%1 V xp) ist erfiillbar.
wahr X falsch [

(i) Sei L eine N'P-vollstindige Sprache. Es gilt fiir alle Sprachen L', dass L' <p L.
wahr [ falsch X

(j) Jeder Graph in dem alle Knoten Grad hochstens 2 haben ist bipartit.

wahr [] falsch X

(k) Sei G = (V,E) ein Graph. Sei U die Menge, welche aus den Teilmengen A C E mit der
Eigenschaft, dass der Graph (V, A) keinen Kreis enthélt, besteht. Dann ist M = (E,U), ein
Matroid.

wahr X falsch []



() Sei N = (V,E,¥) ein Netzwerk mit positiven Kantengewichten und sei T ein minimaler
Spannbaum von N. Fiir jedes Paar von Knoten u, v € V gilt, dass der eindeutige u — v Pfad
in T ein kiirzester u — v Pfad in N ist.

wahr [] falsch X
(m) Es ist bekannt, dass das Problem 2-COL in P liegt.
wahr X falsch []

(n) Jede Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1} kann als Boolsche Formel in Konjunktiver
Normalform dargestellt werden.

wahr X falsch []
(o) Es gibt genau 2" Boolesche Funktionen f : {0,1}" — {0,1}.
wahr [] falsch X
(p) Es gibt mehr unberechenbare als berechenbare Funktionen f : {0,1}* — {0,1}.
wahr X falsch [
(q) Sei L eine Sprache mit 3-SAT <, L. Dann ist L N'P-vollstindig.
wahr [] falsch X
(r) Seien L und L’ zwei Sprachen. Aus L <, L’ folgt L’ <, L.
wahr [] falsch X

(s) Wenn ein N'P-vollstindiges Problem in polynomieller Zeit gelost werden kann, so kénnen
alle Probleme in /P in polynomieller Zeit gelost werden.

wahr X falsch []

(t) Es sei f : {1,2, ...,n} — NN eine monoton steigende Funktion, welche in konstanter Zeit
berechnet werden kann. Fiir jedes x ist in O(logn) Zeit priifbar, ob es ein k € {1,2,...,n}
gibt mit f(k) = x.

wahr X falsch [



Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

(a) Wir beginnen mit dem Pseudocode fiir unser Programm:
fori=1,...ndo

f(i,1) = ajy
f(1,i) =ay;
end for

fori=2,...ndo
forj=2,...ndo
£(i,j) = ORAKEL(ay, £(i,] — 1), f(i — 1), f(i —1,j — 1))
end for
end for
return maxq<;j<,{a;;}

Korrektheit: In der ersten for-Schleife initialisieren wir die Werte f(i,1), f(1,i). Mit der De-
finition von f (i, j) ist klar, dass die Initialisierung korrekt ist. In der zweiten for-Schleife be-
rechnen wir die Werte von £ (i, j) iterativ. Die Korrektheit der Berechnung folgt direkt aus der
Korrektheit des Orakels und der Beobachtung, dass das Orakel nur auf Werte zugreift, die
bereits (in der Initalisierung oder der for-Schleife) berechnet wurden.

Laufzeit: Man sieht leicht, dass die erste for-Schleife Laufzeit O(n) hat, die zweite O (nz) (da
Orakel nur konstante Zeit benotigt). Das Maximum von n? Zahlen lisst sich offensichtlich in
Zeit O (n?) finden, sodass die Gesamtlaufzeit O (n?) betragt.

(b) Wir behaupten, dass das Orakel folgende Funktion verwenden kann:

Q) = 0, ifﬂi/]‘:O
f(i,j) {min{f(i_l,j),f(i,]-_1),f(z'—1,j—1)}+1, ifa;; =1.

Der Fall a;; = 0 ist klar, da es in diesem Fall keine volle quadratische Teilmatrix mit rechter
unterer Ecke a4, ; gibt.

Falls a;; = 1, definieren wir m = min{f(i —1,j), f(i,j — 1), f(i — 1,j — 1) }. Wir miissen nun
zeigen, dass f(i,j) > m+1und f(i,j) < m+ 1 gilt, daraus folgt dann, dass f(i,j) = m + 1.
Hierzu bemerken wir, dass eine quadratische Teilmatrix der Grosse a mit rechter, unterer
Ecke 4; ; genau aus dem Eintrag 4;; und den Eintrdgen der quadratischen Teilmatrizen mit
Grosse a — 1 und unteren Ecken a; 1 j,a;; 1 bzw. a; 1 1 besteht. Deshalb folgt aus f (i,j) =a
insbesondere m > a — 1, und ebenso a < m + 1, was zu zeigen war.

Punkteschema:

a) Initialisierung von f: 2P

Iterative Berechnung (DP) der f (i, j): 3P (-1P falls Orakel inkorrekt aufgerufen/ nicht klar, welche
Werte es benotigt)

Berechnung des Maximums: 1P

Korrektheit (insbesondere bemerken, dass in der iterativen Berechnung nur auf bereits bekannte
Werte zugegriffen wird): 1P

Laufzeit: 1P

b) Korrekte Formel: 2P (1P bei kleinen Fehlern, OP falls f(i — 1, j — 1) nicht erwdhnt wird)
Begriindung: 2P (bis zu 1P falls eine der beiden Richtungen <, > vergessen wurde)
Falls falsche Funktion f verwendet wurde (zum Beispiel falls ‘max” in der Formel vorkommt): 0P



Losungsvorschlag zu Aufgabe 3

Wir zeigen zuerst dass GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM in NP liegt. Falls (G, k) in der Spra-
che GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM liegt, dann besitzt G einen k-beschrankten Spannbaum
T.Sei T das Zertifikat w. Da T im Graphen G enthalten ist ist |T| polynomiell beschrankt in |G].
Gegeben T konnen wir in polyzeit iiberpriifen, ob G wirklich einen k-beschréankten Spannbaum
hat. Indem wir mit breitensuche testen ob T ein Spannbaum ist und durch alle Knoten durchge-
hen um zu testen ob alle Knoten Grad kleinergleich k haben.

Um zu zeigen, dass GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM N P-schwer ist zeigen wir HAMILTONPFAD <p
GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM. Sei G eine Instanz fiir HAMILTONPFAD. Definiere f(G) =

(G,2). Da ein Hamiltonpfad ein 2-bschrankter Spannbau ist und umgekehrt, gilt dass G genau

dann in der Sprache HAMILTONPFAD liegt, wenn f(G) in der Sprache GRAD-BESCHRANKTER-
SPANNBAUM liegt.

Da f in polyzeit berechnet werden kann, gilt HAMILTONPFAD <p GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM.
Da wir aus der Aufgaben stellung wissen, dass HAMILTONPFAD N P-vollstindig, also auch N'P-
schwer ist, folgt daraus, dass auch GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM N P-schwer ist.

Punkteschema:
GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM in NP: 5 Punkte:

e 0.5P fiir den Ansatz, zu testen, dass GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM in NP,
e 1P fiir die korrekte Beschreibung des Zeugen T (-0.5 falls die Grad-Beschrankung fehlt),

e 3P fiir das Uberpriifen der Eigenschaften (Spannbaum, A(T) < k) inklusive einer Beschrei-
bung wie getestet wird.

e 0.5P fiir die Erkenntnis, dass wir den Zeugen in poly Zeit (in |G|) tiberpriifen konnen. (Auch
falls die Beschreibung im vorherigen Punkt fehlte).

GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM ist NP-schwer: 5 Punkte:

e 0.5P fiir den Ansatz durch Reduktion zu zeigen das GRAD-BESCHRANKTER-SPANNBAUM
NP-schwer ist (Es mus klar werden warum die Reduktion auf eines der Probleme ausrei-
chend ist),

e 1P fiir die Auswabhl des richtigen Problems,
e 3P fiir das aufstellen der Transformation f und den Beweis der Aquvalenz,

e 0.5P fiir die Feststelllug das die Transformation f in poly Zeit berechenbar ist/sein sollte
(auch wenn keine explizite/eine falsche Transformation gegeben).



Losungsvorschlag zu Aufgabe 4

a)

Die Prozedur UPDATE(], j) fithrt folgendes aus. Falls aiy1,j < 4;j41 ist, so setzen wir a;; =
ai+1,; und erhdhen i um 1, ansonsten setzen wir a; ; = a; ;.1 und erhdhen j um 1. Die Operation
DECREASE-KEY(A) setzt zu Beginn i = j = 1 und fiihrt wiederholt UPDATE(J, j) aus, solange
i <nundj < n gilt. Damit nie auf nicht initalisierte Elemente zugegriffen wird, nehmen wir
an, dass a,41; = ;41 = o giltfir 1 <i < n.

Da Update maximal 7 + m Mal augefiihrt wird folgt unmittelbar die Laufzeit O (m + n).

Offensichtlich enthélt das neu erzeugte Tableau A’ dieselben Elemente wie A bis auf das klein-
ste. Die Eigenschalft, dass jede Spalte und jede Zeile monoton wachsend ist, ist equivalent da-
zu, dass ai—1,] < aj < Ait1,j und i1 < aj < i j+1 furalle2 <i<m—-1,2<j<n-1gilt
Da diese Eigenschaft vor der Operation fiir alle 4;; erfiilllt ist, miissen wir lediglich zeigen,
dass sie auch fiir die 4;; erfiillt ist, welche wihrend der Operation gedndert wurden. Da bei
jeder Ausfiihrung von UPDATE(Y, j) a;; durch eine grossere Zahl ersetzt wird gilt a;; > a; 1
und a;; > a;; 1. Da a;j durch das kleinere von a;1 ; und a; 1 ersetzt wird gilt danach auch
a;; < ajppjund a;; < ajiyq.

Im folgenden setzen wir ap; = a;) = —oo fiir 1 < i < n. Wir starten in einem Feld (i, j) mit
a;j = oound a;_1; < o und 4;;1 < 0. So ein Feld kann sicherlich in O(n + m) gefunden
werden indem wir von (1, ) nach oben und dann nach links laufen. Falls max{a;_1,,4;;_1} <
x so setzen wir 4;; = x und beenden die Operation. Ansonsten, falls a; 1; > a;; 1 so setzen
wir 4; ; = a;_1,; und vermindern i um 1, und sonst setzten wir a;; = a;; 1 und vermindern j
um 1. Wir wiederholen dies, bis irgendwann x eingefiigt wird.

Die Laufzeit ist O(n + m) da in jedem Schritt i oder j um eins kleiner wird, und x spétestens
beii = j = 1 eingefiigt wird.

Offensichtlich enthalt das neu erzeugte Tableau dieseleben Elemente und zusitzlich x. Um
zu zeigen, dass die Zeilen und Spalten monoton wachsend sind, zeigen wir wie in a), dass
ai—1; < a;; < ajyjunda;; g < a;; < a;;,q fiir jedes abgeénderte Element 4;; gilt. In jedem
Schritt ersetzen wir a;; durch ein kleineres Element, deshalb g, ; sicherlich kleiner als a;,1
und ;1. Da wir 4;  jeweils durch das Maximum von 4; 1 ; und 4;; 1 ersetzen, ist 4;; auch
grosser als a; 1 ;und a;; 1. Falls ein a; ; durch x ersetzen, so gilt a;; > x da wir sonst x bereits
bei der vorherigen Iteration eingesetzt hétten. Deshalb gilt x < 4;,1; und x < ;1. Da
x > max{a;_1,,a;; 1}, ist x grosser als die Nachbarn links und oben.

Wir fiigen zuerst alle n?> Elemente mit INSERT in ein n x n Young Tableau ein und fiihren,
danach 7% mal EXTRACT-MIN aus. Die Laufzeit ist n% - O(n +n) = O(n?).

Setze i = n, j = 1. Wir wiederholen folgende Prozedur. Falls x = g, ;, breche ab und gebe "x
istin A" aus. Falls x > g; j, erh6he j um 1. Falls x < 4;; vermindere i um 1. Falls i = 0 oder
j =n+1,s0 gebe "xist nicht in A” aus und breche ab.

Da in jeder Iteration i um 1 vermindert oder j um 1 erhcht wird, wird die Prozedur maximal
m + n Mal ausgefiihrt, was eine Laufzeit von O(m + n) impliziert.

Um Korrektheit zu zeigen, bemerken wir, dass falls x gefunden wird, die Ausgabe offensicht-
lich korrekt ist. Ansonsten gilt folgende Invariante: Nach dem Ausfiihren einer Iteration, gilt
x befindet sich nicht in den Zeilen i + 1, ...7n und nich in den Spalten 1,...j — 1. Falls f um 1
vermindert wurde, so befindet sich x nicht in der Zeilei +1,dax < a;41; < ;11,41 < ...und
x kann auch nicht weiter links in der Zeile stehen, da sich x nicht in den Spalten 1,...,j — 1
befindet). Falls j um 1 erhtht wurde, so befindet sich x nicht in der Spalte j —1,dax > 4;; 1 >
aj-1,j-1 > ... und x kann auch nicht weiter unten in der Spalte stehen, da sich x nicht in den
Zeilen n, ...,i+ 1 befindet. Falls nun i = 0 oder j = n + 1 gilt, befindet sich x nicht in den
Zeilen 1,...n oder nicht in den Spalten 1, . .., # und somit nicht in A.

Punkteschema



a) Algorithmus 3 Punkte (Laufzeitanalyse fehlt -1 Punkt, kleinere Fehler -0.5 Punkte),
Korrektheit 2 Punkte

b) Algorithmus 3 Punkte (Laufzeitanalyse fehlt -1 Punkt, kleinere Fehler -0.5 Punkte),
Korrektheit 2 Punkte

c) Algorithmus 1 Punkt,
Laufzeitanalyse 1 Punkt

d) Algorithmus 3 Punkte (Laufzeitanalyse fehlt -1 Punkt, kleinere Fehler -0.5 Punkte),
Korrektheit 3 Punkte



Losungsvorschlag zu Aufgabe 5

Wir beobachten zuerst, dass alle Dreiecke die einen Knoten v enthalten mit Breitensuche startend
in v gefunden werden kénnen. In der ersten Runde der Breitensuche wird die Nachbarschaft von
v besucht, falls eine Kante zwischen zwei Nachbarn von v existiert wird diese in der zweiten
Runde der Breitensuche entdeckt, weitere Runden der Breitensuche miissen nicht berticksichtigt
werden.

Etwas genauer, fithren wir fiir jeden Knoten v folgende Prozedur durch: markiere alle Knoten
in der Nachbarschaft I'(v) von v. Fiir jeden Knoten u in I'(v) betrachte alle Nachbarn. Fiir jeden
Nachbarn von u, welcher bereits markiert ist erhohe einen Zihler c um 1. Wir beobachten, dass so
jedes Dreieck fiir jeden der drei Knoten zweimal gezahlt wird. Demnach ist die Anzahl Dreieck
(o}

6
Die Laufzeit O(|V|(|V| + |E|)) ist trivialerweise erfiillt, da dies genau |V |-mal einer (leicht) mo-
difizierten Breitensuche entspricht, welche friihzeitig abgebrochen wird.

Eine genauere Analyse dieses Algorithmus ergibt eine (in den meisten Fillen) besser Laufzeit:
(i) um die Prozedur in jedem Knoten zu starten benotigen wir O(|V|),
(ii) um fiir jeden Knoten die Nachbarschaft zu markieren benétigen wir O(Y_, deg(v)),

(iii) um die Nachbarschaften der markierten Knoten auf markierte Knoten zu durchsuchen be-
notigen wir O(Y, deg(v)?).

Wobei (iii) folgt gilt, da ein Knoten v insgesamt deg(v) mal markiert wird (fiir jeden seiner Nach-
barn) und wir somit seine Liste deg(v) viel mal nach anderen markierten Knoten durchsuchen.

Danun Y, deg(v) < O(Y, deg(v)?) ist die Gesamtlaufzeit O(|V| + ¥,cy deg(v)?).
Punkteschema

1. 0 Punkte L6sung:
Da der Graph als Adj. Listen gespeichert ist, kann man nicht in konstanter Zeit tiberprii-
fen, ob zwei Knoten benachbart sind. Falls daher nicht explizit beschrieben wird, wie man
die Nachbarn von v auf Kanten tiberpriift, erhilt man sofort 0 Punkte (also auch korrekte
Algorithmen, welche zu langsam sind).

Man beachte insebsondere, dass ein Algorithmus der Form )

“fiir jedes v € V und all Paare {u, w} von Nachbarn von V, iiberprfe, ob u und w verbunden
sind”

zu langsam ist. Die Laufzeit dieses “Brutforce” Algorithmus betragt

O (2 deg(v)? - (iiberpriife ob zwei Knoten verbunden sind)) .
v

Da der Graph als Adj. Liste gespeichert ist, ergibt dies bei G = Kj, z.B. eine Laufezeit von
O(|V[*), was um einen Faktor |V | lagsamer ist als O(|V|(|V| + |E|)).

2. 8 Punkte Losung: (um in diese Kategorie zu fallen muss sich die Losung bereits entschei-
dend von der 0 Punkte Losung differenzieren. Nicht anzugeben wie man Nachbarschaften
uberpriift gilt als falsch (OP.) und nicht als grosse Unklarheit.)

Algorithmus 6 Punkte
e —1 Punkt fiir kleine Unklarheit.
e —2 Punkte fiir grosse Unklarheit.
Laufzeitanalyse 2 Punkte

o —1 Punkt fiir Zdhler nicht durch 6.



e —2 Punkte fiir falsches zdhlen der Dreiecke.

3. 12 Punkte Losung;:
Algorithmus 6 Punkte

e —1 Punkt fiir kleine Unklarheit.

e —2 Punkte fiir grosse Unklarheit.
Laufzeitanalyse 6 Punkte

e —1 Punkt fiir Zahler nicht durch 6.

o —2 Punkte fiir falsches zdhlen der Dreiecke.



