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Folgende Aufgaben dienen als zusétzliche Moglichkeit zur Vorbereitung auf die Priifung. Sie
werden von den Assistenten nicht korrigiert.

Aufgabe 1

Sofern nichts anderes angegeben ist, verstehen sich alle Limes fiir n — co. Beweisen oder wider-
legen Sie:

a) (}) = ©(n¥) fur k € N konstant
b) () = 0"

o) 22" = w(n")

d) xlogx =o0(1/x) furx — 0

&) (~2)" = O(n)

f) 1+ (=1)" = Q1)

Aufgabe 2

In dieser Aufgabe betrachten wir Gittergraphen M,,, = (V,E), wobei V = {vi,]- |1<ij<n}
und E = {{v;;, 0y y} | [i —i'| +]j — j'| = 1}. Im Beispiel n = 4 sieht dieser Graph wie folgt aus:

a

My 4

b

Es seien weiter a4 := v1; und b := v, , zwei Knoten mit maximaler Distanz in M,, ;.
(a) Bestimmen Sie die Anzahl Knoten und die Anzahl Kanten in M,, ;,.

(b) Berechnen Sie die Anzahl kiirzester a-b-Pfade in M, ;,.

(c) Sei G ein zusammenhé&dngender Teilgraph von M,, ,,, der alle Knoten von M,, , enthilt. Entwer-
fen Sie einen Algorithmus mit Laufzeit O(n?), der die Lange eines kiirzesten a — b—Pfades
in G berechnet. Zeigen Sie Korrektheit und Laufzeit.

Aufgabe 3

Unter einem Digraphen (engl. directed graph) D = (V, A) versteht man einen Graphen, in dem
die Kanten A Richtungen haben, d.h. A C V x V besteht aus geordneten Paaren. Eine topologische
Ordnung von D ist eine Nummerierung der Knoten f: V — IN mit der Eigenschaft

(u,v) € A= f(u) < f(v).



Beschreiben Sie einen Algorithmus, der in Laufzeit O(|V| + | A|) eine topologische Ordnung von
D findet oder feststellt, dass eine solche nicht existiert. Geben Sie Ihren Algorithmus auch in
Pseudo-Code an.

Hinweis: Sie diirfen annehmen, dass der Digraph als Adjanzenzliste gespeichert ist. Fiir jeden
Knoten gibt es zwei Listen: eine Liste fiir alle durch ausgehende Kanten erreichbaren Nachbarn,
und eine Liste fiir alle durch eingehende Kanten erreichbaren Nachbarn.

Aufgabe 4

Sei G = (V,E) ein Graph. Fiir u,v € V sei die Distanz d(u,v) als Lange eines kiirzesten u-v-
Pfades definiert. Weiter definieren wir fiir v € V seine Exzentrizitiit

ecc(v) = maxd(v, u)
ueV

als die Lange des langsten kiirzesten Pfades von v zu einem anderen Knoten u. Ein Knoten v mit

ecc(v) = minecc(u)
ucV

heisst Zentrum von G. Man beachte, dass das Zentrum eines Graphen nicht eindeutig bestimmt
ist.

Geben Sie einen Algorithmus an, der in Laufzeit O(|V|) ein Zentrum eines Baumes bestimmt.

Aufgabe 5

Es seien zwei aufsteigend sortierte Arrays A = [ay,...,a,], sowie B = [by, ..., b,]| gegeben. Wir
nehmen an, dass die Elemente a4; und b; paarweise verschieden sind.

(a) Entwerfen Sie einen Algorithmus, der als Input ein Paar (i,k) mit1 <k <2nund1 <i<mn
bekommt, und welcher in Zeit O(1) entscheidet, ob a; das k-grosste! aller 21 Elemente ist
oder nicht.

(b) Entwerfen sie einen Algorithmus, der das k-grosste Element aller 2n Elemente in O(logn)
Schritten findet.

(c) Entwerfen Sie einen Algorithmus, der eine Zahl x als Input bekommt, und welcher in Zeit
O(nlogn) entscheidet, obesa € A und b € B gibt, sodass a + b = x gilt.

(d) Entwerfen Sie fiir die Aufgabe c) einen Algorithmus mit Laufzeit O(n).

Aufgabe 6

Gegeben sei eine aufsteigend sortierte Liste L von n ganzen Zahlen, und eine weitere ganze Zahl
x. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der in Zeit O(n) entscheidet, ob es zwei Elemente a,b € L
gibt mita 4+ b = x.

Aufgabe 7

Alice und Bob spielen Mastermind in folgender Variante: Jeder Spielstein ist mit einer von 4 ver-
schiedenen Farben aus F = {1,2,3,4} gefarbt. Vor dem Spiel wihlt Alice, nicht einsehbar fiir
Bob, eine Kombination von drei nicht notwendigerweise verschiedenfarbigen Spielsteinen, d.h.
ein Tripel a = (ay,a,a3) € F3. Bobs Ziel ist es, dieses Tripel in moglichst wenigen Runden zu
erraten. In jeder Runde wihlt Bob ein Tripel b = (by,bp,b3) € F3. Danach erfihrt er von Alice,

1das 1.-grosste ist das Maximum, das 2.-grosste ist das néchstkleinere, usw.



wie viele Ubereinstimmungen es zwischen a und b gibt, d.h., fiir wie viele Indizes i € {1,2,3} die
Gleichheit a; = b; gilt. Gilt z.B.a = (1,2,1) und b = (1,1, 1), so erfahrt Bob, dass er zwei Uberein-
stimmungen hat (jedoch nicht, welche Positionen korrekt sind). Gilt hingegen a = (1,2,1) und
b = (2,1,3), so erfahrt Bob, dass er 0 Ubereinstimmungen hat.

(a) Wieviele Tripel a € F3, die Alice zu Beginn des Spiels wihlen kann, gibt es?

(b) Nach einigen Runden hat Bob die Zahl der verbleibenden Moglichkeiten (also die Zahl der
Tripel a, die noch mit Alices Antworten vereinbar sind) auf x reduziert. Zeigen Sie:

Es ist unmoglich fiir Bob, so zu spielen dass die Zahl der verbleibenden Moglichkeiten nach
der nachsten Runde mit Sicherheit kleiner ist als [*51].

Hinweis: Benutzen Sie u.a., dass es nur ein Tripel gibt, welches drei Ubereinstimmungen mit
a hat.

(c) Wir nehmen an, dass Bob mit einer festen Strategie spielt. Zeigen Sie, dass es ein Tripel a gibt,
so dass Bob frithestens in der fiinften Runde drei Ubereinstimmungen erreicht.

Aufgabe 8

Es sei ein Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktion w : E — IN gegeben, und es sei ein mi-
nimaler Spannbaum T von G gegeben. Wir verringern das Gewicht w(e) einer Kante e, die nicht
in T enthalten ist, und nennen den so modifizierten Graphen G’. Geben Sie einen Algorithmus
an, der ausgehend von T in Laufzeit O(|V|) einen minimalen Spannbaum von G’ findet.

Aufgabe 9

Gegeben sei eine Folge von n Zahlen ay, ay, . .. a,, wobei a; € Z. D.h. es gibt sowohl positive als

auch negative Zahlen. Wir wollen Indizes 1 < k < ¢ < n finden, so dass die Summe Zf:k a;
maximiert wird.

Verwenden Sie das Konzept der Dynamischen Programmierung, um einen Algorithmus zu ent-
werfen, der zunichst den Wert einer solchen Summe berechnet und die Indizes k und ¢ heraus-
findet. Ihr Algorithmus soll Laufzeit O(n) aufweisen.

Aufgabe 10

Es sind n Biicher gegeben. Jedes Buch hat eine Breite b; € {1,...,10} (1 < i < n) und alle Biicher
haben identische Hohe. Wir méchten nun die n Biicher so auf zwei Regale R; und R; verteilen,
dass die Biicher in beiden Regalen moglichst den gleichen Platz einnehmen. Dazu miissen wir
{1,...,n} so auf Ry und R; verteilen, dass

Y bi— ) b

i€Ry i€Ry

minimiert wird.

Beschreiben Sie einen Algorithmus, der moglichst effizient eine solche Aufteilung findet. Analy-
sieren Sie die Laufzeit ihres Algorithmus und beweisen Sie die Korrektheit.

Aufgabe 11

Seien S und T zwei Zeichenfolgen.



a) Die Hamming-Distanz zwischen S und T, fir |S| = |T|, ist die Anzahl Zeichen, die in S
gedndert werden miissen, um T zu erhalten. Schreiben Sie ein Programm, das die Hamming-
Distanz berechnet. Welche Laufzeit erreichen Sie?

b) Die Levenshtein-Distanz zwischen S und T (wobei i.A. |S| # |T|) ist die minimale Anzahl
Zeichen, die in S gedndert, geloscht, oder hinzugeftigt werden miissen, um T zu erhalten.
Zum Beispiel ist die Distanz zwischen “suchen” und “super” 3.

Schreiben sie ein dynamisches Programm, das die Levenshtein-Distanz berechnet. Welche
Laufzeit erreichen Sie?

Aufgabe 12

Der Chef der Firma POLYALGO mochte eine Weihnachtsfeier fiir die Angestellten organisieren.
Die Firma ist streng hierarchisch organisiert: jeder der n Mitarbeiter (ausser der Chef) hat ge-
nau einen Vorgesetzten. Von jedem Mitarbeiter ist bekannt, wer sein Vorgesetzter und wer seine
Untergebenen sind. Ausserdem hat die HR-Abteilung fiir jeden Mitarbeiter i einen Geselligkeits-
wert f(i) € R erstellt, der aussagt, wie gut der Mitarbeiter der Firmenstimmung tut. Damit die
Stimmung an der Weihnachtsfeier gut ist, darf kein Mitarbeiter zusammen mit seinem Vorgesetz-
ten eingeladen werden.

Finden Sie einen Algorithmus, der in Laufzeit O(n) eine Gésteliste S C V herausfindet, so dass
fiir jeden Mitarbeiter i € S sein Vorgesetzter j nicht in S enthalten ist, und so dass der gesam-
te Geselligkeitswert f(S) := Y ;cs f(i) maximiert wird. Verwenden Sie dazu das Konzept der
Dynamischen Programmierung, und finden sie zuerst den optimalen Wert f(S) heraus.

Aufgabe 13

Ein sortiertes Array ist eine Datenstruktur von # Elementen aus einem geordneten Universum,
auf der man INSERT in O(n) und FIND (bindre Suche) in O(log n) Zeit implementieren kann. Wir
betrachten nun folgende Alternative:

Angenommen die Ziffern von n in Basis 2 sind ny ... np, wobei k = Llog2 n|].Firi =0,...,k
definieren wir A; als ein sortiertes(!) Array der Grosse 2!, Jedes A; ist voll (enthalt genau 2! Ele-
mente), falls 7; = 1; ansonsten ist A; leer/ungenutzt. Somit enthélt die Datenstruktur tatsdchlich
n Elemente. Zwischen A; und Aj, i # j, oder ihren Elementen besteht keine Ordnungsrelation.
(Siehe das Beispiel in Abbildung 1.)

a) Wie lasst sich auf dieser Datenstruktur FIND effizient implementieren? Was ist seine Lauf-
zeit?

b)* Implementieren Sie INSERT mit einer amortisierten Laufzeit von O(log#n), und beweisen
Sie diese Abschidtzung. Was ist die worst-case Laufzeit?

Hinweis: Welche Laufzeit benotigen Sie, um zwei sortierte Arrays der Lange m zu einem
zusammenzufiigen?

Aufgabe 14

Wir wollen fiir Fibonacci-Heaps eine weitere Funktion hinzufiigen: CHANGE-KEY(H, x, k) soll
den Schliissel von Knoten x auf den Wert k &ndern. Geben Sie einen effizienten Algorithmus fiir
diese Operation an. Die worst-case-Laufzeit von Threm Algorithmus ist womoglich hoch. Ana-
lysieren Sie deshalb nicht diese Laufzeit, sondern die amortisierten Kosten Ihrer Operationen
beztiglich dem Potential, das wir in der Vorlesung definiert haben.



Aufgabe 15

Alice und Bob unterhalten sich tiber dynamische Programmierung (DP). Bob behauptet, er habe
mit DP einen Algorithmus A entworfen, der fiir jeden Graphen G = (V, E) einen lingsten Pfad
(d.h. einen Pfad maximaler Lange) in G in Zeit O(|V|? + |E|?) berechnet. Er will seinen Algorith-
mus jedoch nicht verraten, und Alice ist skeptisch, ob sie Bob glauben soll. Helfen Sie Alice durch
die folgenden Punkte, zu einer solideren Einschédtzung zu kommen.

(a) Gegeben sei ein Graph G = (V,E) und eine Kante ¢ € E. Konstruieren Sie einen Graphen
G’ = (V/, E’) mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt genau dann einen Hamiltonkreis in G,
der die Kante e benutzt, wenn der lingste Pfad im Graphen G’ die Lange |V'| — 1 hat.

Hinweis 1: Konstruieren Sie G’, indem Sie in geschickter Weise Knoten zu G hinzufiigen.
Hinweis 2: Beachten Sie, dass ein Pfad der Lange k aus k + 1 Knoten und k Kanten besteht.

(b) Nehmen Sie an, dass Bobs Algorithmus korrekt ist, und dass sie ihn als Subroutine aufru-
fen diirfen. Wie kénnen Sie fiir einen Graph G = (V,E) und eine Kante ¢ € E effizient
entscheiden, ob es in G einen Hamiltonkreis gibt, der durch e geht?

(c) Unter der Annahme aus (b), wie kénnen Sie entscheiden, ob es in G einen beliebigen Hamil-
tonkreis gibt? Die Laufzeit Ihres Algorithmus sollte hochstens O(|V|3 + |E|?) sein.

(d) Was besagt (c) fiir die Plausibilitdt von Bobs Behauptung? Ist Alice zurecht skeptisch? Kann
sie absolut sicher sein, dass Bob falsch liegt?

Aufgabe 16

Eine boolsche Formel F in disjunktiver Normalform (DNF) ist von der Bauart
F=DiVDyV---V Dy,

wobei jede der m Klauseln eine Konjunktion D; = y; Ay, A--- Ay; von hochstens k Literalen
ist. Wir nehmen an dass es total n Variablen gibt. Zeigen Sie, dass man in linearer Zeit in der Ein-
gabegrosse entscheiden kann, ob eine gegebene boolsche Formel F in disjunktiver Normalform
erfillbar ist.

Aufgabe 17

Zeigen Sie, dass 3-SAT auch dann noch N ‘P-vollstandig bleibt, wenn wir die Menge der mog-
lichen Eingabe-Formeln dahingehend restringieren, dass jede Variable hochstens dreimal und
jedes Literal hochstens zweimal in der Formel vorkommen darf.

n= ny Ng_q1---Mq no
10= 1 0 1 0

Abbildung 1: Beispiel-Datenstruktur




Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Variable x k-mal in der Formel vorkommt, und ersetzen Sie
jedes Vorkommen von x durch eine neue Variable x, ..., x;. Erzwingen sie dann die Aquivalenz
der beiden Formeln durch Hinzufiigen geeigneter Klauseln.



